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Resumo
Nesta dissertac¸a˜o apresentamos um procedimento para a determinac¸a˜o rigorosa das
estruturas topolo´gica, geome´trica e alge´brica das mole´culas de DNA formando No´s e
Catenanes, que surgem como produtos de recombinac¸a˜o, e com isso indicando a estrutura
das mole´culas relacionadas. Este procedimento faz uso dos conceitos da classificac¸a˜o de
tangles e No´s racionais. A partir destas aplicac¸o˜es, apresentamos uma proposta de mo-
delos matema´ticos, o modelo tangle e a descric¸a˜o alge´brica via frac¸o˜es cont´ınuas, capazes
de prever os produtos da recombinac¸a˜o com s´ıtios repetidos inversamente, baseando-se nas
experieˆncias realizadas por Cozzarelli et. ali. com as enzimas resolvase Tn3 e integrase.
Abstract
In this work we present a technique to determine rigorously the topologic, geometric
and algebraic structure of the DNA molecules forming knots e catenanes that arise as
products of the recombination, and so indicating the structure of related molecules. This
procedure is based on the concepts of rational knots and rational tangles classification.
From these applications, we propose two mathematical models, the tangle model and the
algebraic description via continued fractions, which are capable to predict the products of
the recombination with inversely repeated sites based on laboratory experiments realized
by Cozzarelli et. ali., using resolvase tn3 and integrase enzymes.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
1.1 Histo´rico
Toda populac¸a˜o natural de ane´is de DNA surgem como formas interligadas de No´s e de
Catenanes (curvas na˜o simples) apresentando uma topologia muito complexa e ao mesmo
tempo essencial para a modelagem matema´tica do mecanismo enzima´tico. Apo´s uma
reac¸a˜o enzima´tica, podem ocorrer naturalmente na mole´cula de DNA treˆs propriedades
topolo´gicas: as supertorc¸o˜es, o nosamento e a catenanizac¸a˜o, como mostra a
Figura 1.1.
Figura 1.1: Propriedades topolo´gicas.
A formac¸a˜o de uma catenanizac¸a˜o intermedia´ria pode causar um problema topolo´gico
no te´rmino da replicac¸a˜o do DNA. Tanto os No´s quanto as Catenanes podem ser alte-
rados pela recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica ou pelas ac¸o˜es de enzimas topoisomerases, nos
fornecendo assim, as informac¸o˜es topolo´gicas sobre o mecanismo enzima´tico e a estrutura
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da reac¸a˜o intermedia´ria do DNA. A deduc¸a˜o do mecanismo e das alterac¸o˜es topolo´gicas
da estrutura do DNA exige tanto de sua ana´lise matema´tica como experimental.
As consequ¨eˆncias dessas alterac¸o˜es e a forma espacial completa de No´s e Catenanes po-
dem ser determinadas por microscopia eletroˆnica de mole´culas recobertas com prote´ınas,
e essas informac¸o˜es teˆm sustentado uma compreensa˜o cr´ıtica do mecanismo dos processos
que geram e desvendam essas formas que esta˜o interligadas. O potencial dos me´todos
topolo´gicos esta´ na habilidade de distingu¨ir, entre um nu´mero muito grande de No´s e
Catenanes, qual devera´ surgir como produto. Por exemplo, um esquema proposto em
[10] por recombinac¸a˜o integrativa bacterio´fago λ, previu corretamente a estrutura de um
produto No´ entre 108 possibilidades de formas alternativas.
Diante de tal complexidade, faz-se necessa´rio construir um esquema de classificac¸a˜o
rigoroso que determine se duas mole´culas que aparentam ser diferentes, sa˜o realmente
distintas topologicamente, isto e´, na˜o podem ser transformadas uma na outra sem quebrar
os elos de ligac¸a˜o. A classificac¸a˜o associa No´s e Catenanes com nu´meros ou polinoˆmios ou
grupos. Esses sa˜o os invariantes, pois na˜o podem ser mudados por qualquer deformac¸a˜o
na estrutura dos elos de ligac¸a˜o, e portanto descreve um topoisomero em qualquer que
seja sua forma entrelac¸ada.
Durante os u´ltimos vinte anos, muitas pesquisas nessa a´rea foram realizadas [7]-[22].
Apenas nos u´ltimos dez anos, e´ que foram popostos me´todos e modelos cada qual com
suas vantagens e limitac¸o˜es [14]-[22]. Um dos me´todos bastante explorado e´ o que faz
uso da teoria dos tangles (emaranhado numa bola tridimensional) na recombinac¸a˜o. Este
me´todo foi proposto por Witt Sumners em [14], com o objetivo de modelar a ac¸a˜o en-
zima´tica da recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica de um substrato trivial baseando-se nos mecan-
ismos resolvase e integrase (in vitro). Posteriormente, Ernest e Sumners [15]-[17] (atrave´s
das equac¸o˜es tangle) determinaram os produtos resultantes desta recombinac¸a˜o (os invari-
antes topolo´gicos), tendo apenas as informac¸o˜es sobre o substrato e a ac¸a˜o enzima´tica.
Outro grupo de pesquisadores [23]-[26], aprofundaram-se na teoria da classificac¸a˜o dos
tangles e dos No´s racionais, inicialmente pesquisado por Conway em [2] e posteriormente
explorado por Kauffman e Lambropoulou em [24]-[26].
Nesta dissertac¸a˜o, utilizamos o modelo tangle e a teoria da classificac¸a˜o de tangles e
No´s racionais, conceitos importantes na descric¸a˜o da recombinac¸a˜o de enzimas, capazes
de determinar os invariantes topolo´gicos e suas projec¸o˜es planares para os produtos re-
sultantes desta recombinac¸a˜o.
Usando tangles, podemos rigorosamente deduzir o mecanismo enzima´tico atrave´s da
topologia do substrato e do produto do DNA. Se conhecemos o mecanismo enzima´tico e
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a estrutura do substrato ou do produto, podemos deduzir a estrutura do outro. A teoria
dos tangles descreve No´s e Catenanes em termos de um entrelac¸amento do DNA.
1.2 Apresentac¸a˜o do Problema
O empacotamento, as torc¸o˜es, e os confinamentos topolo´gicos, quando considerados
conjuntamente resultam em um entrelac¸amento topolo´gico que apresenta problemas para
as mole´culas de DNA no nu´cleo celular. Esse entrelac¸amento interfere nos processos
de replicac¸a˜o, transcric¸a˜o e recombinac¸a˜o. A soluc¸a˜o biolo´gica para o problema do en-
trelac¸amento, e´ garantida pela existeˆncia de enzimas (topoisomerases e recombinases) que,
para mediar esses processos vitais, manipulam o DNA celular de maneiras na˜o triviais e
interessantes topologicamente. Para descrever e compreender as ac¸o˜es enzima´ticas, usa-
mos um novo protocolo experimental, a aproximac¸a˜o topolo´gica para a enzimologia, que
explora a teoria dos No´s com o objetivo de desvendar os segredos das ac¸o˜es enzima´ticas.
Esta dissertac¸a˜o se concentra na recombinac¸a˜o do DNA, processo de extrema im-
portaˆncia para a evoluc¸a˜o das espe´cies, e que esta´ envolvida no reparo do DNA. Treˆs
processos bem caracterizados, tais como, a recombinac¸a˜o homo´loga, a recombinac¸a˜o s´ıtio-
espec´ıfica e a recombinac¸a˜o transposicional, encaixam-se nessa descric¸a˜o geral da recom-
binac¸a˜o gene´tica. Entretanto, apenas os dois u´ltimos tipos de recombinac¸a˜o sa˜o conside-
rados em nosso trabalho.
Nos processos de recombinac¸a˜o, o DNA sofre ac¸o˜es enzima´ticas que promovem mu-
danc¸as topolo´gicas na fita de DNA, isto e´, formam configurac¸o˜es que sa˜o denominadas
No´s ou Catenanes.
Em [8]-[14], essas ac¸o˜es enzima´ticas foram estudadas e seu mecanismo foi interpretado
e modelado matematicamente, possibilitando assim, prever com exatida˜o os produtos
gerados pelas rodadas de recombinac¸a˜o. Os trabalhos realizados, envolvendo modelos
matema´ticos para o DNA, tiveram como base os sistemas resolvase e integrase, [8] e [9].
Acreditamos que o entendimento dos resultados laboratoriais e com a ajuda da mode-
lagem matema´tica, a recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica, iniciando com organismos mais sim-
ples, como por exemplo os bacterio´fagos, pode ser o primeiro passo para a compreensa˜o do
empacotamento celular. Desvendar o empacotamento celular na˜o e´ uma tarefa simples,
pois pouco se sabe a respeito do processo biolo´gico inerente. Consequ¨entemente, pro-
postas de modelos matema´ticos ficam bastantes comprometidas. Apesar de na˜o estarem
claro os problemas que envolvem o empacotamento, podemos afirmar seguramente que
tais problemas esta˜o inseridos em treˆs situac¸o˜es, quais sejam:
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1. Dado o conhecimento topolo´gico do substrato e do produto, deduzir o mecanismo
enzima´tico.
(Substrato) −→ (Ac¸a˜o enzima´tica) (?) −→ (Produto);
2. Dado o conhecimento topolo´gico do substrato e da ac¸a˜o enzima´tica, deduzir o pro-
duto.
(Substrato) −→ (Ac¸a˜o enzima´tica) −→ (Produto) (?);
3. Dado o conhecimento topolo´gico da ac¸a˜o enzima´tica e do produto, deduzir o subs-
trato.
(Substrato) (?) −→ (Ac¸a˜o enzima´tica) −→ (Produto).
O objetivo desta dissertac¸a˜o e´ apresentar ferramentas matema´ticas que possibilitem
a construc¸a˜o e a aplicac¸a˜o de modelos matema´ticos na resoluc¸a˜o de problemas inseridos
na situc¸a˜o 2.; que sejam capazes de prever todos os produtos gerados atrave´s de todas as
possibilidades de recombinac¸a˜o de um No´ racional. Com isso, podendo estendeˆ-lo para ou-
tras famı´lias de No´s ta˜o somente baseando-se nas experieˆncias realizadas com as enzimas
resolvase Tn3 e integrase. Para isso, utilizamos o modelo tangle e a descric¸a˜o alge´brica,
via frac¸o˜es cont´ınuas, na recombinac¸a˜o de um No´ racional, onde cada forma topolo´gica e´
associada a um u´nico nu´mero racional e sua forma canoˆnica. Esse nu´mero racional e sua
forma canoˆnica ale´m de permitir uma determinac¸a˜o rigorosa das mole´culas de DNA que
formam No´s ou Catenanes, explicita as estruturas topolo´gica, geome´trica e alge´brica das
mole´culas relacionadas.
1.3 Descric¸a˜o do Trabalho
Esta dissertac¸a˜o encontra-se dividida em sete cap´ıtulos. Os pro´ximos seis cap´ıtulos
esta˜o organizados da seguinte forma:
Cap´ıtulo 2: Fazemos uma breve revisa˜o dos principais conceitos bioqu´ımicos, nos quais
se fundamenta o restante do trabalho;
Cap´ıtulo 3: Apresentamos, alguns dos principais conceitos da a´lgebra e da topologia,
embora elementares, sa˜o fundamentais para a compreensa˜o do trabalho;
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Cap´ıtulo 4: Apresentamos, com detalhes, os conceitos e propriedades essenciais para
a classificac¸a˜o de tangles racionais, e mostramos como os tangles racionais ocupam im-
portaˆncia fundamental no estudo da recombinac¸a˜o do DNA;
Cap´ıtulo 5: Descrevemos o modelo tangle, um procedimento que utiliza tangles racionais
para se calcular as equac¸o˜es tangle e determinar as suas frac¸o˜es, os invariantes topolo´gicos,
que podem ser usados na classificac¸a˜o dos tipos de formas de No´s e Catenanes, associando
cada uma dessas formas a um u´nico invariante topolo´gico. Ressaltamos tambe´m, a im-
portaˆncia da racionalidade dos tangles envolvidos neste procedimento.
Cap´ıtulo 6: Baseados nos conceitos e procedimentos apresentados nos Cap´ıtulos 4 e 5
respectivamente, mostramos uma proposta para a aplicac¸a˜o de dois modelos matema´ticos
para se calcular os invariantes topolo´gicos e associa´-los aos tipos de No´s e Catenanes.
Cap´ıtulo 7: Neste cap´ıtulo apresentamos as concluso˜es e uma relac¸a˜o de trabalhos fu-
turos.
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Cap´ıtulo 2
A Recombinac¸a˜o do DNA e Os
A´cidos Nucle´icos
O objetivo principal deste cap´ıtulo e´ apresentar, de forma sucinta, a revisa˜o de alguns
conceitos bioqu´ımicos dos assuntos utilizados no desenvolvimento desta dissertac¸a˜o. Uti-
lizamos nessa exposic¸a˜o os artigos [7]-[9] e as literaturas [27]-[29]. Este cap´ıtulo e´ parte
comum do Cap´ıtulo 2 da dissertac¸a˜o de Mestrado Rocha, [32], uma vez que, esta dis-
sertac¸a˜o e a dissertac¸a˜o [32] esta˜o inseridas em um mesmo contexto biolo´gico tratando-se
do mesmo problema, pore´m apresentam propostas de soluc¸o˜es distintas.
Sabemos que algumas caracter´ısticas bioqu´ımicas sa˜o comuns a todos os organismos,
como, por exemplo, o modo pelo qual a informac¸a˜o heredita´ria e´ codificada e expressa, e
a maneira pela qual as mole´culas biolo´gicas sa˜o formadas e fragmentadas para produzir
energia. A base gene´tica e bioqu´ımica dos organismos atuais sugere que eles descendem
de um ancestral comum. Todas as culturas do passado e do presente possuem seus mitos
criacionistas que racionalizam o modo pelo qual a vida teria surgido. No entanto, somente
na era atual tem sido poss´ıvel considerar a origem da vida em termos cient´ıficos. A Sec¸a˜o
2.1, apresenta uma visa˜o geral de como teria surgido a vida, a evoluc¸a˜o celular e os
tipos de ce´lulas existentes, e na Subsec¸a˜o 2.1.3, comentamos rapidamente, sobre bacte´rias
e bacteriofa´gos, por serem objetos de considerac¸a˜o em nosso trabalho. Na Sec¸a˜o 2.2,
mostramos a importaˆncia dos nucleot´ıdeos e a´cidos nucle´icos (DNA e RNA) nas atividades
celulares, bem como, na manutenc¸a˜o e na propagac¸a˜o da vida. Os a´cidos nucle´icos,
possuem algumas diferenc¸as em relac¸a˜o a`s suas estruturas, a Subsec¸a˜o 2.2.1 expo˜e essas
diferenc¸as. O DNA funciona como um banco de informac¸o˜es gene´ticas, que transfere essas
informac¸o˜es, com o objetivo de garantir a integridade da informac¸a˜o genoˆmica. Um tipo
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de transfereˆncia de informac¸a˜o e´ mostrada na Sec¸a˜o 2.3, que apresenta a simplicidade do
esquema ba´sico para a replicac¸a˜o, o qual esconde um conjunto complexo de intrincados
processos coordenados, pois uma multiplicidade de enzimas e fatores prote´icos participam
desses processos. Outro tipo de transfereˆncia de informac¸a˜o, ocorre quando a sequ¨eˆncia
do DNA e´ copiada exatamente no RNA. O processo atrave´s do qual sa˜o feitas co´pias
em RNA de sequeˆncias do DNA e´ chamado transcric¸a˜o, e esta´ descrito na Sec¸a˜o 2.4. A
Sec¸a˜o 2.5, apresenta a bioss´ıntese de prote´ınas tambe´m chamada de traduc¸a˜o, uma vez
que envolve a traduc¸a˜o bioqu´ımica da informac¸a˜o, de uma linguagem de quatro letras e
estrutura de a´cidos nucle´icos, em uma linguagem de 20 letras e estrutura de prote´ınas. Na
Sec¸a˜o 2.6, mostramos quais sa˜o os tipos de recombinac¸a˜o, como funcionam os seus meca-
nismos, e algumas correlac¸o˜es cl´ınicas que envolvem recombinac¸o˜es. Nas Sec¸o˜es 2.7 e 2.8,
descrevemos respectivamente, como ocorre o processo de recombinac¸a˜o e apresentamos
uma abordagem topolo´gica sobre o estudo das ac¸o˜es enzima´ticas, ambos em um contexto
espec´ıfico a ser considerado em nossa dissertac¸a˜o. Finalmente, na Sec¸a˜o 2.9 fazemos as
concluso˜es sobre este cap´ıtulo.
2.1 A Ce´lula
Nesta sec¸a˜o, mostramos uma das teorias de como teria surgido a vida, atrave´s do
desenvolvimento das ce´lulas. Comentamos, ainda nesta sec¸a˜o, sobre os tipos de ce´lulas,
bacte´rias e bacterio´fagos.
2.1.1 Como surgiu a ce´lula
Ha´ mais de treˆs bilho˜es de anos, sob condic¸o˜es na˜o inteiramente claras e num ins-
tante do tempo dif´ıcil de compreender, elementos como carbono, hidrogeˆnio, oxigeˆnio,
nitrogeˆnio, enxofre e fo´sforo formaram compostos qu´ımicos simples. Eles combinaram-se,
dispersaram-se e recombinaram-se, formando va´rias mole´culas maiores, ate´ surgir uma
combinac¸a˜o capaz de se auto-replicar. Essas macromole´culas consistiram de mole´culas
mais simples, unidas por ligac¸o˜es qu´ımicas. Com a cont´ınua evoluc¸a˜o e a formac¸a˜o de
mole´culas ainda mais complexas, o meio aquoso ao redor de muitas dessas mole´culas auto-
replicativas foi envolto por uma membrana. Esse desenvolvimento proporcionou a essas
estruturas primordiais a capacidade de controlar seu pro´prio meio, ate´ certo grau. Uma
forma de vida tinha se desenvolvido e a unidade de espac¸o tridimensional, a ce´lula, tinha
se estabelecido.
Com o passar do tempo, diversas ce´lulas se desenvolveram e tanto a qu´ımica como a
8
Cap´ıtulo 2. A Recombinac¸a˜o do DNA e Os A´cidos Nucle´icos
estrutura destas ce´lulas tornaram-se mais complexas. Elas conseguiram extrair nutrientes
do meio, converter quimicamente estes nutrientes em fonte de energia ou em mole´culas
mais complexas, controlar os processos qu´ımicos que catalisavam e fazer a replicac¸a˜o
celular. Desse modo, a vasta diversidade de vida hoje observada, comec¸ou. A ce´lula e´ a
unidade ba´sica da vida em todas as formas de organismos vivos, da mais simples bacte´ria
ao mais complexo animal.
2.1.2 Tipos de ce´lulas
Com base em diferenc¸as microsco´picas e bioqu´ımicas, as ce´lulas sa˜o dividas em duas
classes: procariotos, que incluem bacte´rias e rickettsiae, e eucariotos, que incluem ce´lulas
de leveduras, fungos, vegetais e animais.
Um procarioto e´ uma ce´lula, cujo material gene´tico esta´ presente por toda ce´lula.
Em um eucarioto, o material gene´tico esta´ organizado em um compartimento bem
definido, o nu´cleo, e o DNA esta´ organizado transitoriamente em estruturas compactas
chamadas cromossomos. Outra diferenc¸a importante entre procariotos e eucariotos esta´
na maneira que a pro´pria mole´cula de DNA esta´ organizada. Por exemplo, o DNA dos
eucariotos esta´ altamente associado com prote´ınas espec´ıficas para formar nucleoprote´ınas
(que sa˜o reorganizadas para formar cromossomos), enquanto que o DNA dos procariotos
esta´ livre de tais prote´ınas estruturais.
A distinc¸a˜o entre procariotos e eucariotos e´ extremamente importante porque, por
razo˜es desconhecidas, existem profundas diferenc¸as bioqu´ımicas entre essas duas ce´lulas.
Por exemplo, a reunia˜o de aminoa´cidos em prote´inas ocorre por um mesmo mecanismo
em ce´lulas humanas e em eucariotos unicelulares, tais como levedo e algas. Em com-
parac¸a˜o, s´ıntese proteica em bacte´rias, que sa˜o procariotos, diferem em muitas maneiras
dos eucariotos.
Alguns organismos, tais como fago e v´ırus, que sa˜o subcelulares em sua organizac¸a˜o,
mas que dependem das ce´lulas como um meio ambiente para sua reproduc¸a˜o, na˜o sa˜o pro-
cariotos e nem eucariotos. O bacterio´fago cresce somente em bacte´ria e portanto, adotam
uma estrate´gia procario´tica para reproduc¸a˜o, enquanto que v´ırus animais e vegetais sa˜o
obrigados a produzir seus componentes macromoleculares, usando regras eucario´ticas.
Muito mais se conhece sobre procariotos que eucariotos, porque os sistemas dos pro-
cariotos sa˜o mais simples.
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Figura 2.1: Ce´lula eucario´tica. Figura 2.2: Ce´lula procario´tica.
2.1.3 Bacte´rias e Bacterio´fagos
Bacte´rias sa˜o organismos unicelulares de vida livre. Elas sa˜o procariotos, pois possuem
um u´nico cromossomo que na˜o esta´ incluso em um nu´cleo, e comparadas a eucariotos,
elas sa˜o simples em sua organizac¸a˜o f´ısica.
As bacte´rias possuem muitas caracter´ısticas que as tornam adequadas para o estudo
dos processos biolo´gicos fundamentais. Por exemplo, elas crescem facilmente e rapida-
mente e, comparadas a ce´lulas em organismos multicelulares, elas sa˜o relativamente sim-
ples em suas necessidades. A bacte´ria que mais tem servido o campo da biologia molecular
e´ a Escherichia coli (usualmente citada como E. coli).
Bacte´rias esta˜o sujeitas a ataques de organismos menores chamados bacterio´fagos ou
simplesmente fagos. Os fagos sa˜o part´ıculas menores, que fazem parte de uma classe geral
de part´ıculas chamadas v´ırus, e eles so´ sa˜o capazes de se reproduzir dentro de uma bacte´ria.
Fago tem sido uma escolha para muitos tipos de experieˆncias, porque sua estrutura e seu
ciclo de vida sa˜o muito mais simples quando comparados aos das bacte´rias.
2.2 Nucleot´ıdeos e A´cidos Nucle´icos
Se os principais componentes moleculares das ce´lulas vivas fossem classificados de
acordo com suas propriedades f´ısicas e qu´ımicas, nenhum deles seria mais versa´til que os
nucleot´ıdeos, isto e´, unidades ligadas entre si que compo˜em os a´cidos nucle´icos.
Comparados a outras classes de mole´culas - prote´ınas, carboidratos e lip´ıdeos - os
a´cidos nucle´icos sa˜o nota´veis pelo seu envolvimento em reac¸o˜es fundamentais para a
manutenc¸a˜o e para a propagac¸a˜o da vida. Especificamente, os nucleot´ıdeos participam
na transfereˆncia de energia, e suas formas polime´ricas, os a´cidos nucle´icos (DNA e RNA),
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sa˜o os participantes ba´sicos no armazenamento e na codificac¸a˜o da informac¸a˜o gene´tica.
Os nucleot´ıdeos e os a´cidos nucle´icos tambe´m desempenham func¸o˜es estruturais e
catal´ıticas nas ce´lulas. Nenhuma outra classe de mole´culas participa de func¸o˜es ta˜o di-
versas ou de tantas func¸o˜es essenciais a vida.
Os evolucionistas postulam que o surgimento dos nucleot´ıdeos permitiu a evoluc¸a˜o
de organismos capazes de incorporar e armazenar energia do ambiente e, principalmente,
capazes de produzir co´pias de si mesmo. Apesar de os detalhes qu´ımicos e biolo´gicos a
respeito de formas primordiais de vida serem objeto de especulac¸a˜o, na˜o ha´ controve´rsias
a respeito do fato de que a vida, como a conhecemos, esta´ intimamente relacionada a`
qu´ımica dos nucleot´ıdeos e dos a´cidos nucle´icos.
2.2.1 A estrutura das mole´culas
Tanto o DNA como o RNA sa˜o pol´ımeros, isto e´, mole´culas formadas por va´rias
unidades menores ligadas entre si de modo organizado. Os pol´ımeros podem ser lineares
ou ramificados e podem conter um ou mais tipos de unidades estruturais (monoˆmeros).
Existem quatro diferentes tipos de nucleot´ıdeos no DNA, que esta˜o ilustrados na Figura
2.4. Cada nucleot´ıdeo e´ sempre composto por treˆs partes: um grupo fosfato, uma pentose
- a desoxirribose - e uma base nitrogenada. Ha´ quatro tipos de bases no DNA: duas
delas maiores, adenina e guanina, sa˜o chamadas purinas e sa˜o constitu´ıdas por um
anel duplo de carbono e nitrogeˆnio. As outras duas menores, citosina e timina, sa˜o
compostas por um anel simples e sa˜o chamadas de pirimidinas.
Figura 2.3: Bases Nitrogenadas do DNA.
Embora parec¸a na˜o haver regras na composic¸a˜o dos nucleot´ıdeos de mole´culas de RNA
t´ıpicas, o DNA possui um nu´mero de res´ıduos de adenina igual ao de timina (A=T) e um
nu´mero de res´ıduos de guanina igual aos de citosina (G ≡ C). Essas relac¸o˜es, conhecidas
como regra de Chargaff, foram descobertas no final dos anos 40 por Erwin Chargaff,
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Figura 2.4: Nucleot´ıdeos do DNA.
que desenvolveu o primeiro me´todo quantitativo confia´vel para a ana´lise da composic¸a˜o
do DNA.
O RNA e´ tambe´m uma longa fita de nucleot´ıdeos ligados entre si. Contrariamente ao
DNA, a mole´cula de RNA e´ sempre constitu´ıda por uma fita u´nica.
Os nucleot´ıdeos do RNA apresentam algumas diferenc¸as com relac¸a˜o aos do DNA. A
pentose no RNA e´ sempre a ribose (no DNA e´ a desoxirribose). Nos nucleot´ıdeos de RNA
pode estar presente uma das seguintes quatro bases: adenina, guanina, citosina e uracila.
As treˆs primeiras tambe´m aparecem no DNA. A uracila e´ exclusiva do RNA, da mesma
forma que a timina caracteriza o DNA.
Figura 2.5: Bases Nitrogenadas do RNA.
As mole´culas de RNA sa˜o classificadas de acordo com os pape´is que desempenham
nos processos de transfereˆncia de informac¸a˜o. Em procariotos, a transcric¸a˜o e a traduc¸a˜o
ocorrem muito pro´ximas uma da outra. Na verdade, os ribossomos podem comec¸ar a
traduzir o RNA mensageiro, RNA que leva ao citoplasma a “mensagem gene´tica”, en-
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Figura 2.6: Nucleot´ıdeos do RNA.
quanto ainda esta´ sendo sintetizado. Em eucariotos, esses processos sa˜o especialmente
separados: a transcric¸a˜o ocorre no nu´cleo e a traduc¸a˜o, no citoplasma da ce´lula.
2.2.2 A mole´cula de DNA
O DNA e´ um a´cido desoxirribonucle´ico, isto e´, um pol´ımero de desoxinucleot´ıdeos cuja
sequ¨eˆncia de base codifica a informac¸a˜o gene´tica em todas as ce´lulas vivas.
Os aspectos estruturais espec´ıficos do DNA variam, dependendo da origem e da func¸a˜o
de cada mole´cula de DNA. As mole´culas de DNA diferem em tamanho, conformac¸a˜o e
topologia. Apesar de algumas formas de DNA celulares existirem como estruturas de fita
u´nica, a estrutura de DNA mais difundida e´ a dupla he´lice (ou duplex).
A determinac¸a˜o da estrutura do DNA por James Watson e Francis Crick em 1953
e´, em geral, aceita como o marco do surgimento da biologia molecular moderna. A
estrutura do DNA de Watson-Crick na˜o apenas forneceu um modelo da mole´cula
fundamental da vida, como tambe´m sugeriu o mecanismo molecular da hereditariedade.
Os achados de Watson e Crick, listados como uma das principais descobertas intelectuais
da cieˆncia, foram baseados, em parte, em duas evideˆncias ale´m da regra de Chargaff: as
formas tautome´ricas corretas das bases e as indicac¸o˜es de que o DNA seria uma mole´cula
helicoidal.
As bases pu´ricas e pirimı´dicas dos a´cidos nucle´icos podem assumir diferentes formas
tautome´ricas (tautoˆmeros sa˜o isoˆmeros de conversa˜o fa´cil, diferindo entre si apenas nas
posic¸o˜es do hidrogeˆnio, Figura 2.7.).
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Figura 2.7: Formas tautome´ricas das bases.
As informac¸o˜es estruturais limitadas, juntamente com a regra de Chargaff, forneceram
alguma ide´ia da estrutura do DNA. O modelo de Watson e Crick foi elucidado principal-
mente pela imaginac¸a˜o deles e por estudos de construc¸a˜o de modelos. Uma vez publicado,
o modelo de Watson e Crick foi rapidamente aceito devido a` sua simplicidade, associada
a` sua o´bvia relevaˆncia biolo´gica. Investigac¸o˜es posteriores confirmaram a precisa˜o geral
do modelo, apesar dos detalhes terem sido modificados.
O modelo de Watson e Crick possui as seguintes caracter´ısticas principais:
1. Duas cadeias polinucleot´ıdicas circundam um eixo comum formando a dupla he´lice
(Figura 2.8).
2. As duas fitas de DNA sa˜o antiparalelas (possuem direc¸o˜es opostas), mas cada uma
forma uma he´lice para o lado direito.
3. As bases ocupam o centro da he´lice, e as cadeias de ac¸u´car-fosfato esta˜o dispostas na
periferia, minimizando a repulsa˜o entre os grupos fosfato carregados. A superf´ıcie da
dupla he´lice forma dois sulcos de largura desigual: a cavidade maior e a cavidade
menor.
4. Cada base esta´ ligada a uma base da fita oposta por meio de pontes de hidrogeˆnio,
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formando um par de base planar. A estrutura de Watson e Crick pode acomodar
apenas dois tipos de pares de base. Cada res´ıduo de adenina deve formar o par
com um res´ıduo de timina e vice-versa, e cada res´ıduo de guanina deve formar
par com um res´ıduo de citosina e vice-versa (Figura 2.9). Essas interac¸o˜es por
pontes de hidrogeˆnio, um fenoˆmeno denominado como pareamento das bases
complementares, resulta na associac¸a˜o espec´ıfica das duas cadeias da fita dupla.
Figura 2.8: Estrutura tridimensional do DNA.
Figura 2.9: Fitas complementares de DNA.
A estrutura de Watson e Crick podera´ acomodar qualquer sequ¨eˆncia de bases em uma
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fita polinucleot´ıdica se a fita oposta possuir a sequ¨eˆncia de bases complementares a ela.
Isso explica a regra de Chargaff. Mais importante ainda, sugere que cada fita de DNA
pode atuar como ummolde para a s´ıntese de sua fita complementar e, consequ¨entemente,
a informac¸a˜o heredita´ria esta´ codificada na sequ¨eˆncia de bases em qualquer fita.
A maioria das mole´culas de DNA e´ extremamente grande, de acordo com sua func¸a˜o
de conter toda a informac¸a˜o gene´tica da ce´lula. Com raras excec¸o˜es, os organismos mais
complexos conteˆm mais DNA. O genoma de um organismo, que e´ seu conteu´do espec´ıfico
de DNA, pode estar distribu´ıdo em diversos cromossomos (do grego, chromos, cor +
soma, corpo), cada um contendo uma mole´cula de DNA separada.
Devido o seu comprimento muito longo, as mole´culas de DNA sa˜o descritas em ter-
mos do nu´mero de pares de bases (pb) por milhares de pares de bases (quilobases em
pares ou kb). Apesar de cada mole´cula de DNA ser longa e relativamente firme, ela
na˜o e´ completamente r´ıgida. A dupla he´lice de DNA forma espirais e voltas quando com-
pactada dentro da ce´lula. Ale´m disso, dependendo da sequ¨eˆncia de nucleot´ıdeos, o DNA
pode adotar conformac¸o˜es helicoidais levemente distintas. Por fim, na presenc¸a de outros
componentes celulares, o DNA pode dobrar-se ou suas duas fitas podem ser parcialmente
desenroladas.
A dupla he´lice existe em va´rias geometrias designadas como DNA A, DNA B, DNA C
e DNA Z. A formac¸a˜o dessas diferentes conformac¸o˜es depende da composic¸a˜o em bases do
DNA e das condic¸o˜es f´ısicas. O modelo descrito por Watson e Crick possui a conformac¸a˜o
do DNA B.
O DNA circular de dupla fita, ou dupla he´lice, tem uma topologia interessante, que
sera´ objeto de considerac¸a˜o em nosso trabalho. Enta˜o, quando mencionarmos DNA no
decorrer dos pro´ximos cap´ıtulos, deve-se entender como sendo o DNA circular dupla he´lice
(ou duplex).
2.3 Como o DNA se Duplica - Duplicac¸a˜o
Para o DNA duplicar-se (ou replicar), ha´ necessidade de uma enzima especial, a DNA
polimerase. Estando presente essa enzima, ocorrem as seguintes etapas:
1. As pontes de hidrogeˆnio que ligam as bases nitrogenadas rompem-se e as duas fitas
se afastam;
2. Nucleot´ıdeos de DNA livres, que ja´ existem na ce´lula, encaixam-se nas duas fitas
que se afastaram. O encaixe so´ ocorre se as bases forem complementares (adenina
com timina, citosina com guanina);
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3. Quando as duas fitas originais tiverem sido completadas por nucleot´ıdeos novos,
teremos duas mole´culas de DNA ideˆnticas entre si.
Em cada mole´cula, existe um filamento antigo, que pertencia a` mole´cula-ma˜e, e um
novo, que se formou sobre o antigo. Cada filamento antigo atuou como molde, ja´ que
sua sequ¨eˆncia de bases funcionou como “guia” para a produc¸a˜o da fita nova. Chamamos
tambe´m o processo de duplicac¸a˜o semi-conservativa, ja´ que cada mole´cula-filha conserva
metade da mole´cula-ma˜e.
Figura 2.10: Processo da duplicac¸a˜o.
2.4 Como o DNA Fabrica o mRNA - Transcric¸a˜o
As mole´culas de DNA controlam todas as atividades qu´ımicas do metabolismo celular.
Isso ocorre, na realidade, atrave´s do controle que o DNA exerce sobre a fabricac¸a˜o das
enzimas, que sa˜o prote´ınas indispensa´veis a` ocorreˆncia de reac¸o˜es qu´ımicas na ce´lula.
Cada enzima catalisa um certo tipo de reac¸a˜o, isso significa que existem milhares de
enzimas diferentes em cada ce´lula.
De que jeito o DNA controla a produc¸a˜o de enzimas? O DNA produz
mole´culas de mRNA, que migram para o citoplasma e controlam a construc¸a˜o das prote´ınas,
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aminoa´cido por aminoa´cido, garantindo a produc¸a˜o daquela prote´ına especial no momento
correto. A sequ¨eˆncia de DNA e´ que condiciona a sequ¨eˆncia da mole´cula de RNA. Uma
diferenc¸a importante em relac¸a˜o a` duplicac¸a˜o e´ que apenas uma fita de DNA funciona
como molde. O RNA produzido sera´, portanto, uma fita simples e na˜o dupla. Esse
processo segue os seguintes passos:
1. E´ necessa´ria a presenc¸a de uma enzima: a RNA polimerase;
2. As pontes de hidrogeˆnio se desfazem, as duas fitas de DNA se afastam;
3. Nucleot´ıdeos livres de RNA encaixam-se apenas numa das fitas, chamada fita ativa;
4. A mole´cula de RNA (fita u´nica) destaca-se de seu molde de DNA e migra para o
citoplasma;
5. As duas fitas de DNA tornam a parear, reconstituindo a mole´cula original.
Figura 2.11: Processo da transcric¸a˜o.
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2.5 S´ıntese de Prote´ınas - Traduc¸a˜o
2.5.1 O Co´digo gene´tico
O DNA presente no nu´cleo controla toda a s´ıntese de prote´ınas da ce´lula. Esse controle
e´ efetuado por meio de mole´culas de RNA que o DNA fabrica e que passam para o
citoplasma.
Tanto o DNA quanto o RNA, enquanto prote´ınas, sa˜o mole´culas grandes constitu´ıdas
por va´rias pequenas unidades. Nos treˆs casos (duplicac¸a˜o, transcric¸a˜o e traduc¸a˜o), a
sequ¨eˆncia dessas unidades tem importaˆncia fundamental. Ha´ uma relac¸a˜o entre elas:
a sequ¨eˆncia de bases do DNA condiciona a sequ¨eˆncia do RNA, e a sequ¨eˆncia do RNA
condiciona a sequ¨eˆncia de aminoa´cidos da prote´ına. Esse procedimento e´ ilustrado pela
Figura 2.12.
Figura 2.12: Processo de condicionamento.
A correspondeˆncia entre o DNA e o RNA ocorre base por base: quando ha´ adenina
no DNA, entra uracila no RNA; timina no DNA corresponde a` adenina no RNA, e assim
por diante.
Na correspondeˆncia entre RNA e prote´ına, cada treˆs bases do RNA codificam um
aminoa´cido espec´ıfico da prote´ına. A sequ¨eˆncia GAG no RNA condiciona a colocac¸a˜o
do a´cido glutaˆmico. A correspondeˆncia entre trincas de bases do DNA, trincas de bases
do RNA e aminoa´cidos chamamos co´digo gene´tico. Cada trinca de bases no DNA ou
no RNA e´ denominada co´don, de fato essas trincas representam “palavras” do co´digo
gene´tico, cada “palavra” corresponde a um “objeto”, que seria o aminoa´cido. Existem 64
poss´ıveis trincas, ou co´dons, que correspondem a apenas 20 aminoa´cidos. Assim, e´ fa´cil
entender que mais de um co´don pode corresponder ao mesmo aminoa´cido.
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2.5.2 Tipos de RNA que participam da traduc¸a˜o
1. RNAm (RNA mensageiro): Trata-se do RNA que leva ao citoplasma a “men-
sagem gene´tica” do DNA, orientando a s´ıntese de prote´ınas, ja´ que a sequ¨eˆncia
de seus co´dons determina a sequ¨eˆncia dos aminoa´cidos. Para produzir prote´ınas, o
RNAm se associa aos ribossomos existentes no citoplasma;
2. RNAt (RNA transportador ou de transfereˆncia): E´ uma mole´cula relativa-
mente pequena, de aproximadamente 80 nucleot´ıdeos. Apesar de ser tambe´m cons-
titu´ıda por uma fita u´nica, a`s vezes se apresenta torcida sobre si mesma. Existem
va´rios tipos de RNAt, que variam seguindo a sequ¨eˆncia das treˆs bases. Os RNAt’s
capturam aminoa´cidos que se encontram dissolvidos no citoplasma, carregando-os
para os ribossomos. Cada transportador e´ espec´ıfico em relac¸a˜o ao aminoa´cido
que transporta. Essa especificidade e´ condicionada pela sequ¨eˆncia de treˆs bases
chamadas antico´dons; assim, o RNAt com o antico´don CAA transporta valina;
3. RNAr (RNA ribossoˆmico): Trata-se do RNA de fita mais comprida (o RNAt e´
o menor deles e o RNAm geralmente e´ intermedia´rio entre os outros dois). O papel
do RNAr e´ estrutural: serve como mate´ria-prima para a construc¸a˜o dos ribossomos.
Eles sa˜o indispensa´veis para a traduc¸a˜o: sem ribossomos, aparentemente, nunca
ocorre s´ıntese de prote´ınas.
Figura 2.13: Processo da traduc¸a˜o.
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2.6 Recombinac¸a˜o do DNA
A recombinac¸a˜o do DNA refere-se a va´rios processos distintos, durante os quais o ma-
terial gene´tico e´ rearranjado, atrave´s da quebra da junc¸a˜o de porc¸o˜es da mesma mole´cula
de DNA ou de porc¸o˜es de mole´culas diferentes de DNA.
A recombinac¸a˜o tambe´m ocorre entre DNAs de diferentes organismos, gerando um
novo DNA composto. Tanto DNAs procario´ticos como eucario´ticos sofrem recombinac¸a˜o.
Treˆs processos bem caracterizados, tais como, a recombinac¸a˜o homo´loga, a recom-
binac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica e a recombinac¸a˜o transposicional, encaixam-se nessa des-
cric¸a˜o geral da recombinac¸a˜o gene´tica. Entretanto, apenas os dois u´ltimos tipos de re-
combinac¸a˜o sa˜o considerados em nosso trabalho, por serem processos menos complexos e
mais simples de serem reproduzidos em laborato´rio do que a recombinac¸a˜o homolo´ga.
A recombinac¸a˜o cria novas combinac¸o˜es de genes no cromossomo, o que aumenta a
chance de sobreviveˆncia de uma populac¸a˜o. Esse aumento na diversidade gene´tica na˜o
oferece vantagens para indiv´ıduos de uma populac¸a˜o. Em vez disso, a sobreviveˆncia
individual depende, parcialmente, da operac¸a˜o do reparo do DNA. Contudo, certos tipos
de reparo do DNA dependem da recombinac¸a˜o do DNA e, portanto, e´ poss´ıvel que a
recombinac¸a˜o tenha evolu´ıdo como um mecanismo de reparo.
A recombinac¸a˜o mais comum e´ a do tipo homo´loga. Recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica e
transposic¸a˜o sa˜o eventos relativamente raros, mas importantes, porque podem controlar
a func¸a˜o replicativa em alguns v´ırus e certos aspectos do desenvolvimento. Recombinac¸a˜o
homo´loga gera novas combinac¸o˜es de genes, que podem levar a` diversidade gene´tica.
Mutac¸a˜o e recombinac¸a˜o sa˜o as principais abordagens atrave´s das quais a ce´lula cria
a variac¸a˜o necessa´ria para que ocorra evoluc¸a˜o. Ale´m disso, eventos de recombinac¸a˜o
esta˜o envolvidos no reparo do DNA. Nos casos em que a lesa˜o no DNA ocorre em s´ıtios
complementares, o reparo pode ocorrer apenas atrave´s de recombinac¸a˜o.
2.6.1 Recombinac¸a˜o homo´loga
A recombinac¸a˜o homo´loga produz uma troca entre um par de mole´culas distintas
de DNA, geralmente duas co´pias ligeiramente diferentes do mesmo cromossomo, ou dois
segmentos de DNA gerados a partir da mesma mole´cula de DNA. O requisito principal
para que esse processo ocorra e´ que os DNAs que esta˜o recombinando sejam homo´logos.
Isso significa que os dois DNAs teˆm sequ¨eˆncias de bases muito semelhantes numa regia˜o
extensa, que pode conter milhares de bases.
A recombinac¸a˜o homo´loga e´ bastante complexa e envolve um mecanismo com mu´ltiplas
21
Cap´ıtulo 2. A Recombinac¸a˜o do DNA e Os A´cidos Nucle´icos
etapas, catalisado por um grande nu´mero de prote´ınas diferentes.
2.6.2 Recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica - Integrac¸a˜o
Esse tipo de recombinac¸a˜o so´ requer a presenc¸a de sequ¨eˆncias homo´logas curtas no
DNA. Entretanto, recombinac¸o˜es s´ıtio-espec´ıficas so´ ocorrem em sequ¨eˆncias espec´ıficas de
DNA, presentes em ambas as mole´culas de DNA participantes.
O processo une mole´culas de DNAs em locais espec´ıficos e e´ catalisado por enzimas
conhecidas como recombinases, que reconhecem sequ¨eˆncias espec´ıficas curtas (20-200
pares de bases) em ambos os s´ıtios de recombinac¸a˜o. Quando a recombinase liga-se a
ambos os s´ıtios de recombinac¸a˜o na mole´cula de DNA, pode produzir uma inserc¸a˜o de
DNA. Um exemplo bem estudado de recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica e´ a do fago (λ) de E.
coli.
Os v´ırus que nem sempre matam seus hospedeiros sa˜o chamados de temperados ou
moderados, dos quais o fago lambda (λ) de E. coli e´ o mais bem entendido. O cromossomo
circular (λ) fica integrado a um s´ıtio espec´ıfico do cromossomo de E. coli, assim chamado
s´ıtio attB. A integrac¸a˜o requer o alinhamento do fago (λ), numa orientac¸a˜o espec´ıfica, com
o cromossomo de E. coli. O alinhamento e´ feito por uma recombinase espec´ıfica, conhecida
como integrase (Int), e com a participac¸a˜o de uma prote´ına conhecida como fator de
integrac¸a˜o do hospedeiro (IHF, integration host factor), codificado pela bacte´ria. A
sequ¨eˆncia ba´sica de attB e´ simbolizada por B-O-B’ (B de bacte´ria). O local espec´ıfico
de ligac¸a˜o no DNA do fago (λ), chamado s´ıtio attP, esta´ situado pro´ximo aos genes int
(para “integrar”) e xis (para “excisar”). A sequ¨eˆncia de bases attP esta´ simbolizada por
P-O-P’ (sendo P para fago - em ingleˆs, phage). A letra O (mostrada em amarelo na
Figura 2.15) indica as sequ¨eˆncias ideˆnticas nos segmentos que se recombinam no fago e
na bacte´ria. A integrase reconhece a sequ¨eˆncia P-O-P’ no DNA do fago e a sequ¨eˆncia
B-O-B’ no DNA de E. coli. A enzima corta pontas rombudas com sete nucleot´ıdeos em
ambos os filamentos das sequ¨eˆncias O. O IHF serve para dobrar a sequ¨eˆncia P-O-P’. Apo´s
todas as quatro cadeias serem cortadas, P junta-se a B’ e B junta-se a P’ para formar um
c´ırculo de DNA dos dois. Este esquema (Figuras 2.14 e 2.15) foi originalmente proposto
por Allan Campbell com base em evideˆncias gene´ticas.
O DNA λ agora e´ parte da mole´cula de DNA de E. coli. Esta forma de λ e´ chamada
profago, e a E. coli contendo o profago e´ chamada de bacte´ria lisogeˆnica.
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Figura 2.14: Diagrama de uma recombinac¸a˜o rec´ıproca de DNA λ e DNA de E. coli.
As regio˜es amarelas marcam sequ¨eˆncias ideˆnticas de 15 unidades (chamadas O) do local
bacteriano attB e do local attP do fago .
2.6.3 Recombinac¸a˜o transposicional s´ıtio-espec´ıfica
A recombinac¸a˜o transposicional s´ıtio-espec´ıfica, conhecida como transposic¸a˜o, e´ uma
forma de recombinac¸a˜o catalisada por recombinases chamadas transposases. Esse tipo
de recombinac¸a˜o e´ melhor entendido em bacte´rias, mas o DNA de todas as ce´lulas, in-
cluindo eucariotos como Drosophila, milho e levedura, conteˆm segmentos que podem se
mover, geralmente com frequ¨eˆncias muito baixas, da ordem de 10−5 ou 10−7 por gerac¸a˜o
celular, de um s´ıtio doador para um s´ıtio alvo, num cromossomo. Esses segmentos sa˜o
conhecidos como elementos transpon´ıveis (transposons).
A transposic¸a˜o difere da recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica porque na˜o requer uma sequ¨eˆncia
espec´ıfica de DNA no cromossomo alvo. Tanto as transposases como as recombinases re-
conhecem e agem sobre sequ¨eˆncias espec´ıficas do DNA. A recombinac¸a˜o de ambos os tipos
e´ responsa´vel pela inserc¸a˜o de v´ırus, plasmı´deos e elementos transpon´ıveis (transposons)
no DNA cromossoˆmico. Transposons sa˜o elementos de DNA que podem se movimen-
tar de uma localizac¸a˜o para outra no genoma, tanto em bacte´rias como em eucariotos e
plasmı´deos sa˜o pequenas mole´culas de DNA circulares, com replicac¸a˜o autoˆnoma em uma
ce´lula bacteriana ou de levedura.
Treˆs classes de elementos transpon´ıveis, I, II e III, sa˜o conhecidas. Os transposons
classe I sa˜o chamados sequ¨eˆncias de inserc¸a˜o (IS) e consistem de um gene que codifica
transposase juntamente, e´ claro, com as repetic¸o˜es que normalmente flanqueiam o ele-
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Figura 2.15: Integrac¸a˜o e excisa˜o do DNA λ. Int indica integrac¸a˜o, e xis indica excisionase.
IHF (fator de integrac¸a˜o do hospedeiro) e´ uma prote´ına do hospedeiro, enquanto int e xis
sa˜o codificadas por λ.
mento transpon´ıvel. Elementos IS variam em tamanho, entre 800 e 1300 pb (pares de
base).
Quando os transposons da classe I tambe´m conte´m um gene adicional, como um gene
que confere resisteˆncia a antibio´tico a` bacte´ria, sa˜o chamados transposons compostos
(Tn). Os transposons da classe II diferem dos da classe I porque, ale´m disso, codifi-
cam o gene de uma segunda enzima, resolvase. Tipicamente, transposons compostos e
transposons da classe II teˆm milhares de pares de bases de comprimento. Finalmente,
um pequeno grupo de bacterio´fagos, que inserem seu cromossomo no cromossomo do
hospedeiro, sa˜o classificados como elementos transpon´ıveis classe III.
A transposic¸a˜o comec¸a pela introduc¸a˜o, catalisada por uma transposase, de um corte
desencontrado na sequ¨eˆncia alvo de DNA. Cortes tambe´m sa˜o feitos em ambos os lados
do transposon, de modo que possa ser levado para o s´ıtio alvo. O reposicionamento
deixa uma quebra nas duas fitas, no ponto de onde o transposon foi removido. No s´ıtio
alvo, o transposon e´ introduzido no corte desencontrado, como ilustra a Figura 2.16.
Especificamente, 3-12 pares de base do s´ıtio alvo sa˜o duplicados pela DNA polimerase I,
formando uma repetic¸a˜o curta adicional em cada extremidade do transposon inserido, e
o transposon “modificado”e´ ligado, enta˜o, no s´ıtio alvo. Nas transposic¸o˜es das classes II
e III, ale´m da duplicac¸a˜o das repetic¸o˜es curtas, o pro´prio transposon e´ replicado e uma
co´pia dele permanece no s´ıtio doador, enquanto a outra co´pia e´ transferida para o s´ıtio
alvo. Esse tipo de transposic¸a˜o, chamada transposic¸a˜o replicativa, requer a enzima
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resolvase e, portanto, na˜o ocorre na transposic¸a˜o da classe I.
A transposic¸a˜o replicativa pode remodelar a estrutura de um cromossomo, mais do
que simplesmente mudando um elemento transpon´ıvel de um lugar para outro. Como
esse tipo de transposic¸a˜o coloca duas sequ¨eˆncias homo´logas no mesmo cromossomo, re-
combinac¸a˜o homo´loga entre essas duas sequ¨eˆncias pode produzir uma delec¸a˜o ou uma
inserc¸a˜o, dependendo de essas sequ¨eˆncias estarem orientadas na mesma direc¸a˜o ou em
direc¸o˜es opostas, como ilustra a Figura 2.17.
Finalmente, a transposic¸a˜o pode inativar um gene por mutac¸a˜o, se um transposon for
inserido numa sequ¨eˆncia codificadora e a interromper. Alternativamente, a inserc¸a˜o por
transposic¸a˜o de um promotor ou de um ativador de transcric¸a˜o pro´ximo a um gene pode
ativar o gene.
Figura 2.16: Repetic¸o˜es diretas nas extremidades dos transposons.
Figura 2.17: Rearranjos gene´ticos promovidos por transposons.
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2.6.4 Correlac¸o˜es cl´ınicas
Nesta subsec¸a˜o, mostramos algumas correlac¸o˜es cl´ınicas que envolvem a recombinac¸a˜o
do DNA, que podem ser encontradas na literatura [6]. Com isso, fica evidente a im-
portaˆncia e a necessidade de compreender como funciona o mecanismo de recombinac¸a˜o.
• Transposons e o Desenvolvimento de Resisteˆncia a Antibio´tico
Genes que conferem a bacte´rias resisteˆncia a antibio´ticos usados comumente, como
penicilina e tetracilina, esta˜o geralmente presentes em plasmı´deos. As sequ¨eˆncias
de DNA desses plasmı´deos na˜o teˆm nenhuma homologia com as sequ¨eˆncias do
DNA cromossoˆmico do hospedeiro. No entanto, como resultado de transposic¸a˜o,
os genes de resisteˆncia a antibio´ticos podem ser transferidos ao cromossomo da
bacte´ria hospedeira. A existeˆncia de genes que podem se movimentar de um cro-
mossomo para outro e´ de grande importaˆncia no entendimento de fatores que pro-
duzem modificac¸o˜es na organizac¸a˜o dos genomas. Do ponto de vista cl´ınico, esses
genes “transpon´ıveis” sa˜o de importaˆncia cr´ıtica para o entendimento de como po-
pulac¸o˜es de bacte´rias resistentes a antibio´ticos surgem com o uso de antibio´ticos no
tratamento de infecc¸o˜es bacterianas no homem e em animais.
• Os Genes de Imunoglobulinas sa˜o Organizados por Recombinac¸a˜o
Imunoglobulinas (anticorpos) sa˜o mole´culas que reconhecem e ligam-se especifica-
mente a qualquer substaˆncia que o anticorpo identificar como estranha ao corpo
humano. Dada a imensa variedade de agentes infecciosos, incluindo milho˜es de
microrganismos presentes no ambiente, o genoma humano, que e´ equipado com
um conjunto limitado de, provavelmente, na˜o mais de 100.000 genes, na˜o tem ca-
pacidade para produzir diretamente um nu´mero equivalente de anticorpos dife-
rentes, necessa´rios para reconhecer especificamente todos os agentes infecciosos.
Essa limitac¸a˜o, inerente ao potencial de codificac¸a˜o gene´tica do genoma humano,
e´, contudo, contornada pela recombinac¸a˜o, que permite a produc¸a˜o, a partir de
uma quantidade limitada de DNA que codifica genes, de um nu´mero ilimitado de
anticorpos diferentes.
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• Amplificac¸a˜o do DNA e Desenvolvimento de Resisteˆncia a Drogas
Uma limitac¸a˜o importante na efica´cia de drogas quimioto´xicas no tratamento do
caˆncer e´ o desenvolvimento de resisteˆncia a` droga. Assim, ce´lulas cancerosas tornam-
se resistentes aos medicamentos. Resisteˆncia a drogas em ce´lulas em cultura resulta
de amplificac¸a˜o espec´ıfica de um segmento grande de DNA, que incorpora um gene
espec´ıfico, mas o mecanismo exato pelo qual essa amplificac¸a˜o ocorre na˜o esta´ claro.
E´ prova´vel que a amplificac¸a˜o resulte de recombinac¸a˜o entre sequ¨eˆncias homo´logas,
orientadas de modo ideˆntico, que flanqueiam o DNA amplificado. De fato, algumas
ce´lulas resistentes conte´m os tipos de DNA amplificado. A amplificac¸a˜o geˆnica e´
gradualmente revertida na auseˆncia das drogas, primeiro com o desaparecimento
das co´pias extracromossoˆmicas. Genes amplificados nos cromossomos, entretanto,
persistem por va´rias gerac¸o˜es, apo´s a remoc¸a˜o da droga. Logo, a amplificac¸a˜o geˆnica
e a resisteˆncia que a acompanha estende-se a a´reas distantes da cl´ınica me´dica como,
por exemplo, com o desenvolvimento de insetos resistentes a pesticidas.
2.7 Como Ocorre o Processo de Recombinac¸a˜o
A recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica e´ uma maneira natural de alterar o co´digo gene´tico
de um organismo, seja pelo movimento de um bloco de DNA para outra posic¸a˜o na
mesma mole´cula (movimento executado pela transposase), ou pela integrac¸a˜o de
um bloco de DNA estrangeiro em um genoma hospedeiro (movimento executado pela
integrase).
Um s´ıtio de recombinac¸a˜o para uma enzima de recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica, recom-
binase, e´ um pequeno pedac¸o de DNA duplex, cujo co´digo e´ reconhecido pela enzima e
um par de s´ıtios, na mesma ou em diferentes mole´culas, e´ justaposto na presenc¸a desta.
A justaposic¸a˜o dos pares de s´ıtios e´ o resultado da manipulac¸a˜o enzima´tica do DNA ou
do movimento aleato´rio te´rmico, ou ainda de ambos.
Os s´ıtios justapostos sa˜o atados pela enzima. Esse esta´gio da reac¸a˜o e´ chamado
sinapse, e o complexo formado pelo substrato junto com a enzima atada e´ chamado
de complexo sina´ptico. Em um u´nico evento de recombinac¸a˜o, a enzima executa uma
quebra “fio-duplo”em cada s´ıtio, recombina os finais formando um cruzamento, e enta˜o
libera a mole´cula (ou mole´culas) resultante. A mole´cula de DNA na˜o atada pela enzima
recombinase antes da recombinac¸a˜o e´ chamada de substrato e depois da recombinac¸a˜o
de produto.
O processo de recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica, envolve algumas mudanc¸as topolo´gicas
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interessantes no substrato. Para capturar algumas dessas mudanc¸as, criam-se mole´culas
de substrato de DNA duplex com ambos os s´ıtios na mesma mole´cula. A sequ¨eˆncia linear
dos pares de base induz uma orientac¸a˜o local em cada s´ıtio, e a orientac¸a˜o local de cada
s´ıtio induz uma orientac¸a˜o global no c´ırculo. Se essas orientac¸o˜es induzidas pelos dois
s´ıtios concordam, essa configurac¸a˜o e´ chamada repetic¸o˜es diretas, e se discordam e´
chamada repetic¸o˜es invertidas.
2.8 Aproximac¸a˜o Topolo´gica para Enzimologia
As mole´culas de DNA sa˜o finas e longas, e o empacotamento do DNA na ce´lula e´ muito
complexo. Por exemplo, se compararmos o nu´cleo celular a uma bola de basquete e o DNA
a uma fina linha de pescar, teremos aproximadamente 200 Km dessa linha dentro da bola
de basquete. O empacotamento, as torc¸o˜es e os confinamentos topolo´gicos, todos juntos,
apresentam problemas para as mole´culas de DNA no nu´cleo celular. Esse entrelac¸amento
interfere nos processos vitais de replicac¸a˜o, transcric¸a˜o e recombinac¸a˜o.
A soluc¸a˜o biolo´gica para esse problema do entrelac¸amento, e´ a existeˆncia de enzimas
conhecidas como topoisomerases, que para mediar esses processos vitais, manipulam o
DNA celular de maneiras topologicamente interessantes e na˜o triviais. As topoisomerases
agem catalisando, em conjunto, a quebra e a religac¸a˜o das fitas de DNA, que produzem
um DNA que e´ mais ou menos super-helicoidal do que o original.
Topoisomerases podem ser classificadas como TOPO I, que quebram apenas uma
fita, e TOPO II, que quebram as duas fitas simultaneamente. Enzimas que promovem
a recombinac¸a˜o, as recombinases, quebram as duas fitas de DNA recombinando-as
formando um cruzamento. Para descrevermos e compreendermos o mecanismo das re-
combinases, necessitamos recorrer a` teoria dos No´s e dos tangles (Cap´ıtulos 3 e 4).
Um desenvolvimento interessante para a topologia tem sido um novo protocolo experi-
mental, a abordagem topolo´gica para a enzimologia encontrada em [9], que utiliza a Teoria
dos No´s para desvendar os segredos das ac¸o˜es enzima´ticas. Pode-se deduzir fatos sobre o
mecanismo enzima´tico, detectando uma assinatura topolo´gica da enzima, a mudanc¸a que
a enzima causa no estado topolo´gico da mole´cula na qual ela esta´ agindo.
Em muitos casos, o substrato natural para a ac¸a˜o enzima´tica e´ um DNA linear, o
problema e´ que na˜o se detecta as mudanc¸as topolo´gicas realizadas pela enzima em um
DNA linear. O truque enta˜o e´, pegar uma enzima particular para agir em uma mole´cula
de DNA circular, para observar quais sa˜o as mudanc¸as causadas pela enzima no DNA,
esse procedimento e´ realizado em laborato´rio, in vitro.
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Experimentos laboratoriais, que utilizam te´cnicas como Gel Agarose e Cobertura Rec
A, facilitam a visualizac¸a˜o das mudanc¸as geome´tricas (supertorcimento) e topolo´gicas
(tipos de No´s e Catenanes) no substrato. Essas supertorc¸o˜es sa˜o varia´veis de controle ex-
perimental e ajudam nas ana´lises dos produtos da reac¸a˜o. Apresentamos o procedimento
desses experimentos laboratoriais que podem ser encontrados em [14]:
1o) Retira-se da ce´lula, uma mole´cula de DNA circular supertorcido que passa para o
estado relaxado, estado com um menor nu´mero de cruzamentos, sob a ac¸a˜o de enzimas
toposoimerases (TOPO I ou TOPO II) que mudam sua forma topolo´gica, chama-se essa
mole´cula de substrato. A quantidade de supertorc¸o˜es das mole´culas e´ uma varia´vel de
controle;
2o) Atrave´s da clonagem faz-se va´rias co´pias do substrato, com as quais as recombinases
reagem. Quando uma enzima age em um substrato, algumas mudanc¸as enzima´ticas po-
dem ser capturadas na forma de No´s e Links de DNA;
3o) Os No´s ou Links possuem carga negativa, devido ao substrato ser naturalmente car-
regado negativamente, e sa˜o colocados na Agarose Gel onde uma corrente ele´trica e´ pas-
sada, fazendo com que eles se movam para os eletrodos positivos. A velocidade depende
da forma, nu´mero de cruzamentos ou ligac¸o˜es, e da carga dos No´s ou Links. Quando a
corrente e´ passada atrave´s do gel por um certo per´ıodo, a posic¸a˜o dos No´s ou Links pode
ser revelada manchando o gel com uma tinta fluorescente e colocando-o sob uma fonte de
radiac¸a˜o ultravioleta, os No´s ou Links aparecem como bandas vermelhas fluorescentes em
um fundo preto. O processo da Agarose Gel, fraciona a famı´lia produto de acordo com os
tipos de No´s ou Links;
4o) Usando uma nova te´cnica biolo´gica, Cobertura Rec A, a famı´lia produto e´ retirada
do gel e recoberta por uma prote´ına chamada Rec A, que enrijece e engrossa o DNA au-
mentando o seu diaˆmetro de 20 para 100 Aˆngstrons, reduzindo o nu´mero de cruzamentos
irrelevantes e facilitando a determinac¸a˜o dos cruzamentos nas configurac¸o˜es dos produtos
de DNA atrave´s do microsco´pio eletroˆnico.
Essa nova precisa˜o na determinac¸a˜o de produtos reac¸a˜o, abre a porta para ana´lises
matema´ticas detalhadas, a construc¸a˜o de modelos topolo´gicos para a ac¸a˜o enzima´tica.
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2.9 Concluso˜es
Neste cap´ıtulo, procuramos apresentar, de maneira sucinta, os principais conceitos
biolo´gicos a serem utilizados ao longo deste trabalho.
Iniciamos com a teoria do surgimento da vida, explicando o que e´ uma ce´lula, a
suposic¸a˜o de como ela surgiu, e de que forma a vida se estabeleceu na Terra.
Descrevemos a importaˆncia dos nucleot´ıdeos e a´cidos nucle´icos, mostrando como eles
realizam suas func¸o˜es nas ce´lulas.
Apresentamos os treˆs tipos de recombinac¸a˜o do DNA, embora nos pro´ximos cap´ıtulos,
trataremos apenas das recombinac¸o˜es s´ıtio-espec´ıfica e transposicional, e apresentamos
algumas correlac¸o˜es cl´ınicas que envolvem recombinac¸o˜es, nos mostrando a importaˆncia
de um estudo mais profundo nessa a´rea e a complexidade deste assunto.
Por fim, como ocorre o processo de recombinac¸a˜o e a aproximac¸a˜o topolo´gica para
enzimologia usados nos pro´ximos cap´ıtulos.
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Cap´ıtulo 3
Revisa˜o de Conceitos Matema´ticos
Neste cap´ıtulo, apresentamos alguns dos principais conceitos da a´lgebra e da topologia
que, embora elementares, sa˜o fundamentais para a compreensa˜o do trabalho. Na Sec¸a˜o
3.1, definimos frac¸o˜es cont´ınuas, atrave´s do algoritmo de Euclides, que permitira´ nos
Cap´ıtulos 4 e 6 ilustrar uma forma elegante da classificac¸a˜o dos tangles racionais. Na
Sec¸a˜o 3.2, apresentamos conceitos ba´sicos da teoria dos No´s com o objetivo de mostrar,
nos pro´ximos cap´ıtulos, como os tangles descrevem a topologia dos No´s e das Catenanes.
Finalmente, na Sec¸a˜o 3.3, apresentamos as concluso˜es deste cap´ıtulo.
3.1 Frac¸o˜es Cont´ınuas
Nesta sec¸a˜o, apresentamos o conceito de frac¸o˜es cont´ınuas e tambe´m alguns exemplos.
O entendimento do conceito de frac¸o˜es cont´ınuas e´ essencial para a classificac¸a˜o dos tangles
racionais (Cap´ıtulo 4), que sera´ aplicado na descric¸a˜o alge´brica dos produtos resultantes
da recombinac¸a˜o do DNA (Cap´ıtulo 6). Estes conceitos podem ser encontrados em [3],
[24] e [25].
Definic¸a˜o 3.1.1. Uma expressa˜o aritme´tica do tipo
a1 +
b2
a2 +
b3
a3+
b4
a4+
b5
...
ou a1 +
b2
a2+
b3
a3+
b4
a4+
. . .
e´ chamada frac¸a˜o cont´ınua e os nu´meros inteiros a1, a2, . . . sa˜o chamados quocientes
parcias. Quando os bi’s sa˜o iguais a 1, enta˜o denota-se a frac¸a˜o cont´ınua por [a1, a2, . . . ].
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Observac¸a˜o 3.1.1. Se o nu´mero dos ai’s for finito, dizemos que a frac¸a˜o cont´ınua e´
finita, caso contra´rio dizemos que e´ infinita; e quando todos os ai’s sa˜o inteiros dizemos
que a frac¸a˜o cont´ınua e´ simples.
Nesta dissertac¸a˜o sera´ considerado apenas o caso da frac¸a˜o cont´ınua finita, que sera´
associada ao tangle racional no Cap´ıtulo 4.
Lema 3.1.1. (Algoritmo de Euclides). Toda frac¸a˜o cont´ınua [a1, a2, . . . , an] pode ser
transformada em uma u´nica forma canoˆnica [β1, β2, . . . , βm], onde os βi’s sa˜o inteiros
positivos ou inteiros negativos e m e´ ı´mpar.
Exemplo 3.1.1. Considere [a1, a2, . . . , an] =
p
q
. Atrave´s do algoritmo de Euclides, pode-
mos determinar os ai´s da seguinte forma:
1. Vamos obter a frac¸a˜o cont´ınua que representa o nu´mero racional p
q
= 79
28
:
79 = 2× 28 + 23
28 = 1× 23 + 5
23 = 4× 5 + 3
5 = 1× 3 + 2
3 = 1× 2 + 1
2 = 2× 1 + 0
Logo podemos escrever:
79
28
= 2 +
23
28
= 2 +
1
28
23
= 2 +
1
1 + 5
23
= 2 +
1
1 + 123
5
= 2 +
1
1 + 1
4 + 3
5
= 2 +
1
1 + 1
4 + 15
3
= 2 +
1
1 + 1
4 + 1
1 + 23
= 2 +
1
1 + 1
4 + 1
1 + 13
2
= 2 +
1
1 + 1
4 + 1
1 + 1
1 + 12
.
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Assim, a u´ltima igualdade denota a frac¸a˜o cont´ınua associada ao nu´mero racional
79
28
. A forma canoˆnica correspondente e´ [2, 1, 4, 1, 1, 2].
2. Considere a frac¸a˜o cont´ınua representada por [2, 1, 4, 5, 3], isto e´,
[2, 1, 4, 5, 3] = 2 +
1
1 + 1
4 + 1
5 + 13
.
Enta˜o
= 2 +
1
1 + 1
4 + 1
5 + 13
= 2 +
1
1 + 1
4 + 116
3
= 2 +
1
1 + 1
4 + 3
16
= 2 +
1
1 + 167
16
= 2 +
1
1 + 16
67
= 2 +
1
83
67
= 2 +
67
83
=
233
83
.
Teorema 3.1.1. Se a2, · · · , an, · · · , b1, b2, · · · , bn, · · · sa˜o inteiros positivos, enta˜o:
1. A frac¸a˜o cont´ınua infinita
b2
a2+
b3
a3+
b4
a4+
· · · bn
an+
· · ·
converge para um limite irracional se apo´s algum valor finito de n a condic¸a˜o an ≥ bn
sempre for satisfeita.
2. A frac¸a˜o cont´ınua infinita
b2
a2−
b3
a3−
b4
a4− · · ·
bn
an− · · ·
converge para um limite irracional se apo´s algum valor finito de n a condic¸a˜o an ≥
bn + 1 e´ sempre satisfeita onde o sinal > na˜o precisa ocorrer sempre, mas deve
ocorrer infinitas vezes.
Como consequ¨eˆncia do Teorema 3.1.1, toda frac¸a˜o cont´ınua simples infinita representa
um nu´mero irracional.
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3.2 Elementos da Teoria dos No´s
Nesta sec¸a˜o, apresentamos uma introduc¸a˜o a` teoria dos No´s. Nosso objetivo e´ mostrar
como os No´s podem descrever as ac¸o˜es enzima´ticas (topoisomerases e recombinases) no
DNA, assunto a ser tratado nos Cap´ıtulos 5 e 6. Enfatizaremos definic¸o˜es intuitivas que
apelam a` compreensa˜o geome´trica. Um tratamento matema´tico rigoroso dessa teoria
pode ser encontrado em [4], [30] e [31]. Na˜o temos a pretenc¸a˜o de nos aprofundarmos
neste assunto no momento, apenas nos deteremos aos conceitos e definic¸o˜es necessa´rios
ao entendimento da topologia do DNA.
3.2.1 No´s e isotopias
Nesta subsec¸a˜o, damos uma definic¸a˜o de No´, Catenane e isotopias.
Definic¸a˜o 3.2.1. (No´). Um No´ e´ definido como um mergulho de um c´ırculo ela´stico
fechado S1 no espac¸o Euclidiano tridimensional, R3, ou na esfera tridimensional, S3.
Um No´ t sera´ um mergulho (ou uma classe de mergulhos), se a imagem i(S1) = t for
uma curva fechada (ou uma classe de curvas fechadas). Mergulhos de SK em Sn+k podem
ser estudados em espac¸os de dimenso˜es elevadas. Todavia, nos restringiremos apenas ao
caso cla´ssico, isto e´, o mergulho de S1 em S3.
O No´ mais simples e´ o No´ trivial e qualquer curva fechada simples e´ um No´ trivial.
A Figura 3.1 mostra alguns exemplos de No´s triviais.
Figura 3.1: No´ trivial.
Definic¸a˜o 3.2.2. (Movimentos isoto´picos). Quando deformamos um No´ sem alterar
a sua estrutura topolo´gica, ou seja, o No´ e´ deformado sem que o c´ırculo ela´stico fechado
seja interronpido, dizemos que estamos aplicando movimentos isoto´picos neste No´.
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A Figura 3.1, ilustra maneiras diferentes de representar a curva fechada no plano
atrave´s dos movimentos isoto´picos aplicados na curva fechada. Esses movimentos isoto´pi-
cos sa˜o acompanhados por propriedades homomorfas, garantindo que a curva permanec¸a
fechada.
Um No´ na˜o trivial e´ uma curva fechada com auto-intersec¸o˜es, como ilustra a Figura
3.2. Note nesta figura que um trecho de curva passando por cima de um outro trecho sera´
representado pela ”linha cont´ınua”enquanto a que passa por baixo sera´ por uma ”quebra
na linha”.
Figura 3.2: No´ na˜o trivial.
Definic¸a˜o 3.2.3. (Catenane ou Link). Uma Catenane ou Link e´ a composic¸a˜o de
dois ou mais c´ırculos (formato de um elo) no espac¸o tridimensional, Figura 3.3.
Figura 3.3: Catenane ou link.
Uma Catenane trivial consiste de dois c´ırculos fechados sem intersec¸a˜o. Na˜o existe
entrelac¸amento topolo´gico (intracircular e intercircular) na Catenane trivial, como ilustra
a Figura 3.4.
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Figura 3.4: Catenane trivial.
Definic¸a˜o 3.2.4. (Catenane dime´rica na˜o trivial). Uma Catenane dime´rica na˜o
trivial e´ um par de c´ırculos que na˜o pode ser separado espacialmente, Figura 3.5.
Figura 3.5: Catenane na˜o trivial.
Ao longo deste trabalho, o nosso interesse se concentrara´ nas Catenanes dime´ricas
(com duas componentes), devido a` sua importaˆncia biolo´gica.
O problema essencial com um No´ (Catenane), esta´ em como deforma´-lo topologica-
mente sem quebrar seus elos de ligac¸a˜o. Isto e´, como podemos desatar esse No´? Como
desfazer alguns cruzamentos sem danificar o No´? A soluc¸a˜o topolo´gica para tal problema,
e´ a aplicac¸a˜o de movimentos isoto´picos no No´ tambe´m chamados de mergulhos isoto´picos.
Aplicar movimentos isoto´picos em No´s triviais e´ muito simples, conforme ilustramos na
Figura 3.1, o complicado e´ fazer o mesmo em No´s na˜o triviais, exigindo assim um padra˜o
de movimentos que preserve a estrutura topolo´gica do No´ bem como a estrutura alge´brica,
esta, com relac¸a˜o a equivaleˆncia desses No´s. Os movimentos isoto´picos conhecidos, sa˜o
os movimentos de Reidemeister, [1]. Esses movimentos sa˜o denominados isotopia
regular e isotopia ambiente, veja Figura 3.6. A aplicac¸a˜o destes movimentos tem por
objetivo deformar o No´ sem alterar a sua estrutura topolo´gica.
Definic¸a˜o 3.2.5. (Movimentos de Reidemeister). Dois No´s sa˜o ditos equivalentes,
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se a partir de um deles existir uma sequeˆncia finita de movimentos de Reidemeister Ωi =
1, 2, 3 ou seus inversos Ω−1i , que conduza ao outro.
Figura 3.6: Movimentos de Reidemeister
Note na Figura 3.6, que as operac¸o˜es Ω±1i mudam o efeito local no diagrama. Eviden-
temente essas operac¸o˜es podem ser realizadas por uma isotopia ambiente do No´, por isso,
diagramas equivalentes definem No´s equivalentes.
Definic¸a˜o 3.2.6. (Isotopia). A aplicac¸a˜o de movimentos de isotopia em um diagrama
No´, quer dizer que estamos somente aplicando os movimentos Ωi = 2 e 3 de Reidemeister
nesse diagrama No´, chamado isotopia regular.
Definic¸a˜o 3.2.7. (Isotopia ambiente). A aplicac¸a˜o de isotopia ambiente em um
diagrama No´, quer dizer que estamos aplicando todos os movimentos de Reidemeister,
Ωi = 1, 2 e 3, nesse diagrama No´, chamado isotopia ambiente.
Uma isotopia denota a condic¸a˜o limite quando qualquer a´rea, onde ocorre um nosa-
mento, pode ser contra´ıda continuamente a um ponto, como ilustrado pela sequ¨eˆncia de
figuras da Figura 3.7.
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Figura 3.7: Condic¸a˜o limite
3.2.2 Equivaleˆncia de No´s
Agora, podemos estabelecer uma definic¸a˜o de um No´ como uma classe de mergulhos
S1 ↪→ S3, respectivamente S1 ↪→ R3:
Definic¸a˜o 3.2.8. (Equivaleˆncia). Dois No´s sa˜o equivalentes se sa˜o isoto´picos ambi-
entes.
Um No´ t representa a classe de No´s equivalentes ou a pro´pria classe. Os No´s t e t′
sa˜o equivalentes, se t = t′. t pode significar uma curva poligonal finita fechada simples ou
uma classe de tais curvas.
Definic¸a˜o 3.2.9. (Equivaleˆncia de No´s). Dois No´s sa˜o topologicamentes equiva-
lentes (do mesmo tipo) se uma curva pode ser deformada elasticamente ate´ que torne
congruente a` outra.
Definic¸a˜o 3.2.10. (Equivaleˆncia de Catenanes). Duas Catenanes sa˜o topologica-
mentes equivalentes se uma puder ser deformada eslasticamente ate´ tornar-se congruente
a` outra.
Equivaleˆncia ela´stica significa que pequenas mudanc¸as no c´ırculo (introduzir ou re-
mover uma supertorc¸a˜o solenoidal, por exemplo) na˜o tem efeito no tipo do No´. Para
que possa ocorrer a mudanc¸a de um No´ em outro e´ necessa´rio que a curva fechada com
auto-intersec¸o˜es associada a um No´ seja deformada, via outras auto-intersec¸o˜es, no outro
No´. Este e´ o caso quando da ac¸a˜o da topoisomerase no DNA.
Ocasionalmente iremos escolher uma orientac¸a˜o em S3. Desse modo, uma isotopia
ambiente respeitara´ a orientac¸a˜o de S3.
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Definic¸a˜o 3.2.11. (No´ orientado). Um No´ ou Catenane e´ orientado se existe uma
direc¸a˜o pre´-estabelecida ao longo de cada anel.
Figura 3.8: No´ orientado.
Matematicamente, podemos escolher uma direc¸a˜o no espac¸o para a projec¸a˜o planar,
como ilustrado na Figura 3.8. Um ponto de interrupc¸a˜o na projec¸a˜o e´ definido como um
cruzamento. Para reconstruirmos o c´ırculo tridimensional de uma projec¸a˜o, adotamos
a convenc¸a˜o que o segmento que passa por baixo de cada cruzamento e´ interronpido.
Na definic¸a˜o 3.1.1, na˜o mencionamos a orientac¸a˜o em S1 ou S3. Se S1 e´ orientado (No´
orientado) a noc¸a˜o de equivaleˆncia tem que ser ajustada:
Definic¸a˜o 3.2.12. (Equivaleˆncia de No´s por isotopia ambiente). Dois No´s orientados sa˜o
equivalentes, se existe uma isotopia ambiente conectando-os com respeito a orientac¸a˜o dos
No´s.
Proposic¸a˜o 3.2.1. Dois No´s sa˜o equivalentes se, e somente, se seus diagramas sa˜o equi-
valentes.
No´s equivalentes podem ser descritos por muitos diagramas diferentes, entretanto to-
dos esta˜o conectados por operac¸o˜es simples. Reidemeister [1], fornece uma introduc¸a˜o
elementar a` teoria dos No´s enfatizando o aspecto combinatorial.
3.2.3 Projec¸o˜es No´s
A descric¸a˜o geome´trica de No´s no espac¸o tridimensional e´ complicada. A determinac¸a˜o
de um No´ e´ usualmente feita pela projec¸a˜o de t em um plano E (projec¸a˜o plana) em R3.
A projec¸a˜o de um No´ na˜o determina o No´ (espacial), mas se para todos os pontos
duplos em uma projec¸a˜o regular a linha do cruzamento que esta´ por cima e´ marcado; o No´
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pode ser reconstru´ıdo da projec¸a˜o. Se o No´ e´ orientado, a projec¸a˜o herda sua orientac¸a˜o.
A projec¸a˜o de um No´ com essa informac¸a˜o adicional e´ chamada projec¸a˜o No´ ou diagrama
No´, conforme ilustra a Figura 3.9. Dois diagramas No´s sera˜o considerados iguais se eles
sa˜o isoto´picos em E, onde a isotopia e´ exigida para os respectivos cruzamentos que esta˜o
por cima e por baixo.
Definic¸a˜o 3.2.13. (Diagrama No´). Uma projec¸a˜o codificada com uma quebra no seg-
mento que passa por baixo de cada cruzamento e´ definido como um diagrama No´ (Cate-
nane).
Figura 3.9: Projec¸a˜o No´ ou diagrama No´.
Para reconhecer o tipo de cruzamento, positivo ou negativa, no diagrama No´, e´
necessa´rio adotar a convenc¸a˜o de sinais em cada cruzamento do diagrama No´. Fixamos
um sinal (+) ou (−) para o cruzamento, de acordo com a convenc¸a˜o adotada, veja Figura
3.10. A` convenc¸a˜o do sinal (−) chamamos de rotac¸a˜o hora´ria, e a convenc¸a˜o do sinal
(+) chamamos de rotac¸a˜o anti-hora´ria. Esta convenc¸a˜o de sinais tambe´m e´ adotada pelos
bio´logos na ana´lise do DNA.
Figura 3.10: Convenc¸a˜o de sinais
40
Cap´ıtulo 3. Revisa˜o de Conceitos Matema´ticos
3.2.4 Conceitos geome´tricos
Seja t um No´ orientado no espac¸o tridimensional R3.
Definic¸a˜o 3.2.14. (Simetria). O No´ obtido de t invertendo suas orientac¸o˜es e´ dito No´
invertido e denotado por −t. A imagem refletida de t e´ denotada por t∗, e e´ obtida por
uma reflexa˜o de t em um plano.
Definic¸a˜o 3.2.15. Um No´ e´ dito invers´ıvel se t = −t, e anfiquiral se t = t∗
Definic¸a˜o 3.2.16. (quiral) Um No´ e´ quiral se for diferente topologicamente da sua
imagem refletida, Figura 3.11.
Figura 3.11: (a) e´ o No´ trefoil (−), e (b) e´ o No´ trefoil (+). Ambos sa˜o quirais e membros
mais simples da famı´lia toro de No´s.
Definic¸a˜o 3.2.17. (aquiral) Um No´ e´ aquiral quando for poss´ıvel deforma´-lo topologi-
camente em sua imagem refletida, Figura 3.12.
Figura 3.12: No´ aquiral.
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Definic¸a˜o 3.2.18. (Diagramas alternantes). Sa˜o diagramas onde todos os cruzamen-
tos encontram-se por cima e por baixo alternam-se em qualquer fio no diagrama, Figura
3.13.
Figura 3.13: Diagramas alternantes.
Definic¸a˜o 3.2.19. (No´s primos). Todos os No´s ou Catenanes que na˜o podem ser
decompostos em No´s mais simples e esta˜o associados a` uma sequeˆncia de cruzamentos ao
longo do anel chamamos de No´s primos. Um No´ que na˜o e´ primo, e´ dito No´ composto.
Todos os diagramas ilustrados na Figura 3.13 representam No´s primos.
Embora o tipo de No´ ou Catenane na˜o mude por deformac¸a˜o ela´stica, todavia a
deformac¸a˜o e a escolha da projec¸a˜o conjuntamente podem mudar o diagrama. A maioria
dos tipos de No´s ou Catenanes admitem um nu´mero muito grande de diagramas diferentes,
onde quase todos possuem cruzamentos remov´ıveis. Tabelas com tipos de No´s e Catenanes
podem ser encontrada em [4] e [6].
Por isso, pode ser extremamente dif´ıcil determinar se diagramas diferentes represen-
tam o mesmo tipo. Sem perda de generalidade, escolhemos um tipo de diagrama sem
cruzamentos remov´ıveis.
Definic¸a˜o 3.2.20. (Diagrama mı´nimo). Quando um diagrama na˜o possui cruzamen-
tos remov´ıveis, chamamos de diagrama mı´nimo.
42
Cap´ıtulo 3. Revisa˜o de Conceitos Matema´ticos
O nu´mero de cruzamentos em um diagrama mı´nimo e´ chamado nu´mero de cruzamentos
do No´ (Catenane). Como exemplo temos: o No´ treˆs para o trefoil (Figura 3.13 (a) e (b));
o No´ quatro para No´ primo (Figura 3.13 (c) e (d)); e o No´ cinco para o No´ primo (Figura
3.13 (e) e (f)).
O nu´mero de cruzamentos e´ um exemplo da invariaˆncia topolo´gica, unicamente deter-
minado pelo tipo de No´, podendo ser representado: por um polinoˆmio, por uma frac¸a˜o,
por um grupo, etc. Nesta dissertac¸a˜o representaremos, nos Cap´ıtulos 5 e 6 respectiva-
mente, o tipo de No´ resultante dos produtos de recombinac¸a˜o da mole´cula de DNA por
frac¸o˜es.
3.2.5 Tranc¸as de 4-fios (4-plats)
Propostas de novos invariantes (dicriminantes) com o objetivo de distingu¨ir No´s com
o mesmo nu´mero de cruzamentos, tem sido a concentrac¸a˜o e interesse de pesquisa em
detrimento da construc¸a˜o de No´s. Para algumas famı´lias homo´logas de No´s e Catenanes,
existe um u´nico invariante que classifica cada membro para que dois tipos na˜o tenham o
mesmo invariante. Uma particularidade importante de tal famı´lia e´ a das tranc¸as de 4
fios, 4-plats.
Definic¸a˜o 3.2.21. (4-plats). Sejam A e B dois conjuntos disjuntos contendo 4 pontos
cada. Cada membro da classe 4-plats pode ser gerado atrave´s do entrelac¸amento de 4 fios
conectando, uma u´nica vez, cada ponto dos conjuntos A e B entre si. Feito isso, cada
ponto no conjunto A e B sa˜o conectados entre si.
Figura 3.14: Tranc¸a de 4 fios, 4-plat.
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Consideraremos essa famı´lia por treˆs razo˜es:
1.) No´s e Catenanes simples sa˜o, usualmente, membros dessa famı´lia. Mais precisa-
mente, todos os No´s primos com nu´mero de cruzamentos menores que 8 e todas a
catenanes dime´ricas primo com nu´mero de cruzamentos menores que 7 sa˜o 4-plats ;
2.) Existe um esquema de classificac¸a˜o sofisticado para os 4-plats que codifica o modelo
”bobina plectoneˆmica”dos No´s e Catenanes de uma maneira u´til matematicamente
e biologicamente, usado extensivamente na ana´lise dos produtos resultantes da re-
combinac¸a˜o da mole´cula do DNA [14]-[17];
3.) Muitos dos produtos de recombinac¸a˜o, replicac¸a˜o e ac¸a˜o topoisomerase no DNA
circular pertencem a` famı´lia das tranc¸as de 4 fios.
Definic¸a˜o 3.2.22. (Tranc¸a). Uma tranc¸a e´ formada por n pontos arranjados em planos
paralelos, atando os fios nesses pontos assim que os planos paralelos interceptem os fios
em n pontos, Figura 3.15
Figura 3.15: Uma tranc¸a de treˆs fios b ∈ B3, onde B3 denota o grupo das tranc¸as de 3
fios. O fechamento b¯ de uma tranc¸a de b e´ obtido ligando os pontos iniciais aos pontos
finais por uma colec¸a˜o de fios paralelos.
Definic¸a˜o 3.2.23. (Tranc¸as equivalentes). Duas tranc¸as em Bn sa˜o equivalentes,
denotadas por b = b′, se existe uma isotopia ambiente de b para b′ que preserva os pontos
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finais fixos e na˜o mova qualquer fio exterior ao espac¸o entre os planos superior e inferior
das tranc¸as, Figura 3.16.
Figura 3.16: Equivaleˆncia de tranc¸as.
Uma tranc¸a pode ser fechada com relac¸a˜o a um eixo h, como mostra a Figura 3.17.
Dessa maneira, toda tranc¸a ð define uma tranc¸a fechada ðˆ que representa uma Catenane
com µ componentes, onde µ e´ o nu´mero de c´ırculos de permutac¸o˜es de ð. Toda Catenane
pode ser representada por uma tranc¸a fechada. Essa representac¸a˜o esta´ relacionada a
uma outra notac¸a˜o introduzida por Schubert [4] e [26]: o nu´mero de pontes de um No´.
Figura 3.17: Tranc¸a fechada.
Definic¸a˜o 3.2.24. (Nu´mero-ponte). Seja t um No´ (Catenane) em R3 que encontra
um plano E ⊂ R3 em 2m pontos tais que os arcos de t em cada meio espac¸o relativo a
E possui projec¸a˜o ortogonal em E que sa˜o simples e desconectados. (t, E) e´ chamado
uma representac¸a˜o m-ponte de t; o nu´mero mı´nimo m poss´ıvel para um No´ t e´ chamado
nu´mero-ponte.
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Uma 2m-tranc¸a completada por 2m arcos simples resulta em uma Catenane chamada
2m-plat. Umam-tranc¸a fechada obviamente e´ um 2m-plat especial. Assim, toda Catenane
pode ser representada por um plat, conforme ilustra a Figura 3.18.
Figura 3.18: (a) Construc¸a˜o de uma tranc¸a de 4 fios. (b) Conversa˜o de uma tranc¸a de 4
fios em um 4-plat.
A Figura 3.18 ilustra como a famı´lia dos No´s e Catenanes 4-plat e´ gerada usando uma
tranc¸a de 4 fios. Os quatro fios verticais sa˜o numerados de 1 a 4, da esquerda para direita,
uma forma de interconexa˜o plectoneˆmica de fios adjacentes, como ilustra a Figura 3.18
(a). Depois de completar a tranc¸a, o fio 1 conecta com o fio 2 e o fio 3 com o fio 4, de cima
para baixo, como ilustra a Figura 3.18 (b). Dependendo do padra˜o de entrelac¸amento,
obtemos um c´ırculo (um No´) ou dois c´ırculos (uma Catenane dime´rica).
Existe um nu´mero infinito de diagramas 4-plat para cada No´ ou Catenane 4-plat. No
entanto, todo 4-plat possui no ma´ximo dois diagramas canoˆnicos. As Figuras 3.19, 3.20 e
3.21 ilustram respectivamente, diagramas 4-plat canoˆnicos dos No´s e Catenanes ilustrados
na Figura 3.13, e as legendas indicam como esses diagramas sa˜o gerados.
Representamos, simbolicamente, um diagrama 4-plat canoˆnico por um vetor, isto e´, um
arranjo ordenado de inteiros positivos de comprimento ı´mpar 〈c1, c2, . . . , c2n+1〉 delimitado
por colchetes. Cada vetor caracteriza uma descric¸a˜o u´nica para o diagrama 4-plat que
representa. Nas Figuras 3.19, 3.20 e 3.21, ilustramos o significado da noc¸a˜o de vetor
usando o diagrama canoˆnico. A utilidade da forma canoˆnica na representac¸a˜o por vetores
esta´ na facilidade em decidir se dois 4-plats sa˜o equivalentes ou na˜o.
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Figura 3.19: Trefoil (-) e (+). Figura 3.20: No´ figura-8.
Figura 3.21: Catenane figura-8.
3.3 Concluso˜es
Neste cap´ıtulo procuramos apresentar os principais conceitos e definic¸o˜es a serem uti-
lizados ao longo deste trabalho, com o objetivo de facilitar o entendimento da recom-
binac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica atrave´s de uma linguagem matema´tica apropriada.
Inicialmente, definimos frac¸o˜es cont´ınuas, e, atrave´s do algoritmo de Euclides apre-
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sentamos sua forma canoˆnica, que utilizaremos na classificac¸a˜o dos tangles racionais nos
Cap´ıtulos 4,5 e 6.
Em seguida, apresentamos uma introduc¸a˜o a` teoria dos No´s de maneira intuitiva
com o objetivo de facilitar e compreendermos a topologia do DNA, ou seja facilitar o
entendimento da aproximac¸a˜o enzimolo´gica a topologia.
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Classificac¸a˜o dos Tangles Racionais
Neste cap´ıtulo, apresentamos os conceitos e propriedades essenciais a serem utilizados
na recombinac¸a˜o da mole´cula de DNA (Cap´ıtulo 6). Apresentamos uma descric¸a˜o com-
binatorial da classificac¸a˜o de tangles racionais, usando os conceitos de frac¸o˜es cont´ınuas
[23]-[26].
Este cap´ıtulo esta´ organizado da seguinte forma. Na Sec¸a˜o 4.1, apresentamos de forma
sucinta, uma introduc¸a˜o a` histo´ria dos tangles e No´s racionais e sua importaˆncia. Na Sec¸a˜o
4.2, definimos o conceito de (m,n)-tangle e de tangle com dois arcos, 2-tangles. Na Sec¸a˜o
4.3, descrevemos tangles racionais e suas operac¸o˜es. Na Sec¸a˜o 4.4 apresentamos os tangles
racionais na forma torc¸a˜o, padra˜o, frac¸a˜o cont´ınua e canoˆnica. Na Sec¸a˜o 4.5 fazemos uma
analogia entre frac¸o˜es cont´ınuas e tangles racionais e a classificac¸a˜o dos tangles racionais
atrave´s do Teorema de Conway. Na Sec¸a˜o 4.6, apresentamos as concluso˜es deste cap´ıtulo.
4.1 Tangles e No´s Racionais
4.1.1 Um pouco de histo´ria dos tangles e No´s racionais
No´s e Catenanes racionais foram primeiramente considerados por O. Simony em 1882,
[2], [4] e [26]. Simony foi o primeiro a relacionar No´s a`s frac¸o˜es cont´ınuas. Reidemeister
em 1929 [1], calculou o grupo No´ de uma classe especial de No´s racionais (o Viergeflechte),
mas os No´s racionais foram realmente estudados por Goeritz, Bankwitz e Schumann em
1934 [25], representados como numeradores das tranc¸as de 4 fios (braids). Schubert em
1956 [2], [4] e [26], classificou os No´s racionais atrave´s da forma canoˆnica e representou-os
como No´s de 2 pontes (2-bridge). Essas provas foram baseadas nas observac¸o˜es de Seifert
[25], onde as coberturas ramificadas em uma variedade bidimensional de No´s 2-bridge da˜o
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origem aos espac¸os lenticulares. So´ enta˜o, o Teorema de Schubert foi reformulado por
Conway [2] nos termos de tangles racionais.
John H. Conway em 1970 [2], introduziu a noc¸a˜o de um tangle, definiu a frac¸a˜o
e o tangle racional atrave´s do conceito de frac¸a˜o cont´ınua. Tambe´m definiu um in-
variante topolo´gico para um 2-tangle R arbitra´rio, usando o polinoˆmio de Alexander
chamado de numerador de R e denotado por N(R) e o denominador de R, D(R), isto
e´, F (R) := ∆(N(R))
∆(D(R))
. Foi o primeiro a interpretar a relac¸a˜o entre a teoria elementar
dos nu´meros e frac¸o˜es cont´ınuas, e a topologia de tangles racionais e No´s e Catenanes
racionais. Kauffman e Lambropoulou em 2002, [23]-[26], apresentaram uma prova com-
binatorial da classificac¸a˜o de tangles racionais usando os conceitos das frac¸o˜es cont´ınuas.
Neste cap´ıtulo nos concentraremos nos trabalhos de Kauffman e Lambropoulou.
4.1.2 Importaˆncia dos tangles e No´s racionais
No´s e Catenanes racionais conhecidos na literatura como 4-plats, Viergefleche e
No´s 2-bridge, formam uma classe de Catenanes alternantes de uma ou duas componentes
sendo os No´s mais fa´ceis de se fabricar, mesmo naturalmente. Dentre os No´s racionais
ja´ catalogados (os primeiros vinte e cinco no´s), existente na ordem de ±850 projec¸o˜es
planares de No´s que podem ser utilizadas tanto na enzimologia, comparadas aos produtos
resultantes de recombinac¸a˜o do DNA, quanto em outros modelos que exigem o mesmo
rigor matema´tico. Os primeiros vinte e cinco No´s, exceto o No´ 85 sa˜o racionais.
Ale´m disso, todos os No´s ate´ dez cruzamentos sa˜o racionais ou obtidos de No´s
racionais por operac¸o˜es simples, [4] e [6].
Tangles racionais constituem uma classe especial de 2-tangle, T(2,2), por apresentarem
as seguintes propriedades: simetria dos seus pontos terminais; por satisfazerem a pro-
priedade de fechamento sob as operac¸o˜es tangles; e por darem origem a dois No´s: nume-
rador N(T ) e denominador D(T ), sob a operac¸a˜o de fechamento quando aplicada a dois
caminhos diferentes. Podemos dizer que os tangles racionais formam uma base para a
classificac¸a˜o de No´s [24]-[26]. Estes por sua vez sa˜o obtidos tomando os numeradores
fechados de tangles racionais, e tangles racionais diferentes podem produzir o mesmo No´
racional. No´s racionais da˜o origem aos espac¸os lenticulares atrave´s da teoria das cober-
turas ramificadas (No´s toro, No´s primos, e complemento do No´) [15], [5].
Os tangles e No´s racionais sa˜o de importaˆncia fundamental no estudo da recombinac¸a˜o
s´ıtio-espec´ıfica do DNA. As informac¸o˜es (com relac¸a˜o ao posicionamento e movimento
dos arcos) contidas nos tangles racionais nos permitira´, atrave´s de um de seus invari-
antes topolo´gicos (frac¸a˜o do tangle), reduzir o nu´mero de possibilidades de produtos de
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recombinac¸a˜o. Quando isso na˜o e´ poss´ıvel, a metodologia enumera todos os mecanismos
poss´ıveis que poderiam gerar os produtos observados. Os tangles na˜o sa˜o apenas u´teis
para demonstrac¸o˜es e ca´lculos, mas da˜o informac¸o˜es qualitativas de recombinac¸a˜o atrave´s
dos diagramas tangles. Os tangles fornecem uma descric¸a˜o matema´tica acess´ıvel e ao
mesmo tempo geral da recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica, e mudanc¸as topolo´gicas associadas
que permitem definic¸o˜es da estrutura do substrato e do produto do DNA.
Tratamento de va´rios aspectos de tangles racionais podem ser encontrados em [2],
[4], [14]-[26]. Ver tambe´m [5], sobre a relac¸a˜o de tangles racionais, teoria das coberturas
ramificadas e cirurgia Dehn (cirurgia de tangles).
4.2 Tangles
Nesta sec¸a˜o, apresentamos uma definic¸a˜o de tangles e os treˆs tipos de tangles que
compreendem a classe especial dos tangles com dois arcos T(2,2), 2-tangles.
Tangle e´ o mergulho de uma colec¸a˜o finita de arcos e c´ırculos no espac¸o Euclidiano
tridimensional, que possui os pontos terminais fixos. Os tangles sa˜o conhecidos na teoria
de Conway [2] como classes de tangles T(m,n), (m,n)-tangles. Assim,
Definic¸a˜o 4.2.1. ((m,n)-tangle). Um (m,n)-tangle e´ um mergulho de uma colec¸a˜o
finita de arcos e c´ırculos em R3, tal que os pontos terminais dos arcos formam um conjunto
espec´ıfico de m+ n pontos na superf´ıcie de uma bola B3 mergulhada em S3.
Dividimos a bola tridimensional (3D) imagina´ria em hemisfe´rio Norte e Sul, os m
pontos situam-se no hemisfe´rio norte enquanto os n pontos no hemisfe´rio sul. Os c´ırculos
e a parte interna dos arcos esta˜o mergulhados no interior dessa bola, e podem ser movi-
mentados por isotopia ambiente, (Subsec¸a˜o 3.2.1 do Cap´ıtulo 3), pore´m com os m + n
pontos terminais fixados. Por simplicidade e tambe´m devido ao modelo a ser utilizado,
consideraremos m = n = 2 conduzindo ao 2-tangle. Nesta configurac¸a˜o, os quatro pon-
tos terminais fixos sera˜o representados por: P={NE, SE, SW, NW}, conforme mostra a
Figura 4.1.
Os 2-tangles podem ser orientados de va´rias maneiras com relac¸a˜o a orientac¸a˜o de
cada arco e c´ırculo. Na Figura 4.2 descrevemos as poss´ıveis orientac¸o˜es de tangles com
dois arcos. Nesta dissertac¸a˜o estaremos seguindo a orientac¸a˜o especificada no tangle da
primeira linha e coluna (esquerda), respectivamente ilustrado na Figura 4.2.
Definic¸a˜o 4.2.2. Um n-tangle e´ orientado se atribuirmos orientac¸o˜es para cada arco e
cada c´ırculo.
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Figura 4.1: 2-tangle.
Figura 4.2: Tipos de orientac¸a˜o para tangles com dois arcos.
No´s e Catenanes sa˜o conhecidos como 0-tangle, enquanto que as tranc¸as em n fios for-
mam a maioria da classe dos n-tangles. Quando na˜o especificamos a orientac¸a˜o do tangle,
dizemos que todo ambiente da variedade tridimensional sera´ orientado, e o ambiente 1-
sub-variedade na˜o sera´ orientado. Assumimos que todos os homomorfismos dos espac¸os
ambiente preservam a orientac¸a˜o. Ao descrevermos um tangle, estamos nos referindo ao
diagrama tangle regular, isto e´
Definic¸a˜o 4.2.3. (Diagrama tangle). Um diagrama de um (m,n)-tangle e´ uma
projec¸a˜o regular do tangle tridimensional no plano.
Pela Definic¸a˜o 4.2.1, o nu´mero total de arcos livres deve ser par, e sem perda da
generalidade, os m + n pontos terminais do tangle podem ser arranjados em um grande
c´ırculo na esfera.
Definic¸a˜o 4.2.4. (2-tangle). Um tangle formado por um par de arcos, 2-tangle, con-
siste do par (B, t) onde B e´ uma bola tridimensional e t e´ um par de arcos (na˜o orientados)
mergulhados em B.
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Observac¸a˜o 4.2.1. Os 2-tangles podem ser ou na˜o racionais.
4.2.1 Tipos de tangles
Nesta subsec¸a˜o apresentamos treˆs tipos de tangles possuindo a mesma simetria, com
os quatro pontos equatoriais imagina´rios distintos: P={NE, SE, SW, NW} ilustrados
atrave´s da Figura 4.3, da seguinte maneira:
1.) Tangle racional: O tangle racional e´ o resultado de consecutivas torc¸o˜es dos pontos
terminais vizinhos de dois arcos que na˜o esta˜o conectados.
2.) Tangle localmente nosado: Um tangle e´ localmente nosado se existe um no´ local
em um dos arcos.
3.) Tangle primo: Um tangle e´ primo se esse tangle na˜o e´ racional e nem localmente
nosado.
Figura 4.3: (1)tangle racional, (2)tangle localmente nosado e (3)tangle primo.
Na topologia do DNA, Ernest e Sumners [14] e [15], consideraram a enzima atada ao
DNA como sendo uma bola tridimensional, e os fios do DNA em que a enzima esta´ atada,
como arcos mergulhados na bola tridimensional, isto quer dizer que produtos resultantes
da recombinac¸a˜o do DNA em [8] e [9] foram comparados aos tangles racional, localmente
nosado e primo. Dessa forma, fizeram uma analogia entre a topologia do DNA e a teoria
dos tangles, mais precisamente com uma classe especial dos 2-tangles denominada tangles
racionais, a ser visto em detalhes nos Cap´ıtulos 5 e 6. A comparac¸a˜o da enzima atada
ao DNA com os tangles racionais, acontece em virtude da possibilidade da aplicac¸a˜o de
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movimentos isoto´picos nos tangles racionais desfazendo cruzamentos sem quebrar os elos
de ligac¸a˜o dos arcos. O mesmo na˜o acontece com o tangle localmente nosado e o tangle
primo. Ate´ onde e´ de nosso conhecimento, na˜o existe a possibilidade da aplicac¸a˜o de
movimentos isoto´picos nesses tangles, devido a existeˆncia de cruzamentos locais que na˜o
sa˜o desfeitos [15].
4.3 Tangles Racionais
Nesta sec¸a˜o, primeiramente definimos o conceito de tangles racionais. Em seguida,
apresentamos os tangles racionais mais simples e descrevemos a construc¸a˜o de tangles
racionais. Finalmente, mostramos as operac¸o˜es de adic¸a˜o, multiplicac¸a˜o, imagem refletida,
rotac¸a˜o e inversa˜o de 2-tangles e a operac¸a˜o fechamento de tangles racionais operac¸o˜es
estas utilizadas na classificac¸a˜o dos No´s racionais.
Como vimos, um 2-tangle e´ um par (B,t), onde B e´ uma bola 3D e t e´ um par
de arcos pro´prios mergulhados (na˜o orientados) em B. Dessa forma, dizemos que um
tangle e´ racional se existir um homomorfismo dos pares de (B, t) para o tangle trivial
(D2× I, {x, y}× I), onde D2 e´ uma bola unita´ria 2D em R2 e {x, y} sa˜o pontos interiores
de D2. Enta˜o,
Definic¸a˜o 4.3.1. (Tangle racional). Seja t um par de arcos na˜o orientados propria-
mente mergulhados na bola tridimensional. Um 2-tangle e´ racional se existir uma ori-
entac¸a˜o preservando o homomorfismo dos pares:
h : (B3, t)→ (D2 × I, {x, y} × I) (tangle trivial)
A Definic¸a˜o 4.3.1, e´ equivalente a dizer que os tangles racionais podem ser obtidos
atrave´s da aplicac¸a˜o de um nu´mero finito de torc¸o˜es consecutivas dos pontos terminais
resultando nos tangles triviais [0] ou [∞].
Como e´ deseja´vel que No´s e tangles racionais apresentem uma estrutura alge´brica
bem definida, enta˜o e´ necessa´rio utilizar mapeamentos entre as correspondentes estruturas
alge´bricas via homomorfismos.
Definic¸a˜o 4.3.2. Considere dois grupos quaisquer G e G′ e a func¸a˜o (ou mapeamento)
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φ : G −→ G′. Dizemos que φ e´ um homomorfismo de G em G′ se
φ (ab) = φ (a)φ (b)
para todo a, b ∈ G. (Note que o produto ab ocorre em G, enquanto que o produto φ (a)φ (b)
ocorre em G’).
Definic¸a˜o 4.3.3. Um isomorfismo de G em G′ e´ um homormofismo onde a func¸a˜o
φ : G −→ G′ e´ bijetora. Dizemos que G e G′ sa˜o isomorfos e escrevemos G ∼= G′.
Chamamos de automorfismo um isomorfismo de G em G e escrevemos Aut(G).
4.3.1 Tangles racionais mais simples
Os tangles racionais mais simples sa˜o os tangles triviais, isto e´, o tangle zero, 0-
tangle, e o tangle infinito,∞-tangle, denotados por [0] e [∞] respectivamente, ilustrados
na Figura 4.4.
Definic¸a˜o 4.3.4. (Tangles triviais). Um tangle e´ trivial quando for formado por dois
arcos na˜o ligados tanto na horizontal quanto na vertical, ou seja, na˜o existe torc¸o˜es dos
arcos nesses tangles.
Figura 4.4: [0]-tangle e [∞]-tangle.
Os tangles racionais [+1] e [-1] tambe´m sa˜o considerados como tangles simples. Por-
tanto, consideraremos como tangles racionais mais simples, os tangles: [0], [∞], [+1] e
[-1], como mostra a Figura 4.5.
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Figura 4.5: Tangles racionais: [0], [∞], [-1] e [+1].
Antes de iniciarmos a construc¸a˜o dos trangles racionais, e´ necessa´rio entendermos como
e´ feita a convenc¸a˜o de sinais para cada cruzamento dos arcos no tangle, como mostra a
Figura 4.6.
Definic¸a˜o 4.3.5. (Cruzamento). O local onde ocorre a torc¸a˜o entre os arcos, chama-
mos de cruzamento. Os cruzamentos dos 2-tangles e dos No´s sa˜o do tipo: positivo ou
negativo. Por convenc¸a˜o fixamos um sinal (+) ou (-) para o cruzamento. A convenc¸a˜o
do sinal (-) chamamos de rotac¸a˜o hora´ria, e a convenc¸a˜o do sinal (+) chamamos de
rotac¸a˜o anti-hora´ria.
Figura 4.6: Cruzamento do tipo (-) e do tipo (+).
4.3.2 Construc¸a˜o de tangles racionais
Conway, pensou na construc¸a˜o de tangles racionais como blocos de construc¸a˜o ba´sica
para a construc¸a˜o de No´s, [2]. A construc¸a˜o dos No´s e´ o resultado de consecutivas torc¸o˜es
horizontais ou verticais aplicadas nos tangles triviais, [0] ou [∞]. As Figuras 4.7 e 4.8
ilustram torc¸o˜es horizontais e verticais denominadas, respectivamente, tangles inteiros e
tangles verticais.
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Definic¸a˜o 4.3.6. (Tangles inteiros). Um tangle e´ chamado inteiro se for constru´ıdo
a partir do tangle zero, 0-tangle, por consecutivas torc¸o˜es horizontais, [n].
- Tangles inteiros: [n] −→ torc¸o˜es horizontais, n ∈ Z.
Figura 4.7: Tangles inteiros.
Definic¸a˜o 4.3.7. (Tangles verticais). Um tangle e´ chamado vertical se for cons-
tru´ıdo a partir do tangle infinito, ∞-tangle, por consecutivas torc¸o˜es verticais, 1
[n]
.
- Tangles verticais: 1
[n]
−→ torc¸o˜es verticais, n ∈ Z.
Figura 4.8: Tangles verticais.
Uma vez definido os tangles triviais, inteiros e verticais, e adotada a convenc¸a˜o de
sinais (+) ou (−) para os cruzamentos das torc¸o˜es dos tangles, podemos enta˜o iniciar a
construc¸a˜o de tangles a partir dos tangles triviais, vide Figura 4.9, da seguinte forma:
1o) Iniciamos com dois arcos horizontais ou verticais;
2o) Escolhemos dois pontos terminais e torcemo-os;
3o) Escolhemos outro par de arcos e torcemo-os um nu´mero finito de torc¸o˜es, e assim
sucessivamente.
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Figura 4.9: Construc¸a˜o de tangles.
Figura 4.10: Cancelamento de cruzamentos.
Na Figura 4.10, mostramos a operac¸a˜o da adic¸a˜o entre dois blocos de torc¸o˜es prove-
niente de tangles triviais. No primeiro bloco de torc¸o˜es, temos treˆs cruzamentos (-), e no
segundo bloco, dois cruzamentos (+).
Observe na Figura 4.10 que apo´s a adic¸a˜o das torc¸o˜es, acontece o anulamento de
algumas torc¸o˜es em virtude de possuirem cruzamentos opostos, sendo assim
Proposic¸a˜o 4.3.1. Torc¸o˜es negativas cancelam torc¸o˜es positivas topologicamente, e vice-
versa.
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Exemplo 4.3.1. A construc¸a˜o do tangle racional (2, 3, 4), 30
7
-tangle, a partir do tangle
zero, 0-tangle, segue os seguintes passos:
1o) Rotacione os pontos terminais NE e SE duas vezes de 180o;
2o) Em seguida, rotacione os pontos terminais SW e SE treˆs vezes de 180o;
3o) Finalmente, rotacione os pontos terminais NE e SE quatro vezes de 180o.
A Figura 4.11 ilustra o procedimento descrito.
Figura 4.11: Construindo o (2,3,4)-tangle.
Os tangles sa˜o chamados racionais devido ao nu´mero racional correspondente a` frac¸a˜o
cont´ınua, esta podendo ser usada para a identificac¸a˜o dos tangles. Por exemplo, o (2,3,4)-
tangle corresponde ao 30
7
-tangle. Os tangles racionais sa˜o associados a` forma canoˆnica um
u´nico nu´mero racional p
q
, chamado a frac¸a˜o do tangle, e sa˜o classificados por suas frac¸o˜es
atrave´s do Teorema de Conway [2]. Para isso, e´ necessa´rio estabelecer alguns crite´rios
topolo´gicos, tais como: as operac¸o˜es entre tangles e os movimentos isoto´picos nos tangles.
4.3.3 Tangles racionais e suas operac¸o˜es
Nesta subsec¸a˜o apresentamos as operac¸o˜es da adic¸a˜o, multiplicac¸a˜o, imagem refletida,
rotac¸a˜o e inversa˜o de 2-tangles. Em [14]-[17], os modelos matema´ticos resultaram como
consequ¨eˆncias das ana´lises laboratoriais descritas em [7]-[12]. Desse procedimento fica
evidente a importaˆncia da interpretac¸a˜o do DNA atado a` enzima como sendo um 2-
tangle. Consequ¨entemente, as torc¸o˜es horizontais seguida das torc¸o˜es verticais em um
segmento cont´ınuo de DNA pode ser vista como a adic¸a˜o e a multiplicac¸a˜o de 2-tangles.
Os tangles racionais podem ser adicionados, multiplicados, rotacionados, invertidos e
terem suas imagens refletidas. Dados dois, 2-tangles, T e S, iremos, a seguir, descrever
as operac¸o˜es de adic¸a˜o de multiplicac¸a˜o, imagem refletida, rotac¸a˜o e inversa˜o.
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• Adic¸a˜o de T e S: A soma de dois 2-tangles e´ denotada por ‘+‘.
Posicionamos horizontalmente os tangles T e S. Conectamos o ponto NE do tangle
T ao ponto NW do tangle S, e respectivamente, o ponto SE do tangle T ao ponto
SW do tangle S. As Figuras 4.13 e 4.14 ilustram a adic¸a˜o de dois tangles.
Figura 4.12: Adic¸a˜o de tangles.
Figura 4.13: Adic¸a˜o de tangles.
Observe na Figura 4.13, que o resultado da adic¸a˜o do (-3,0)-tangle e do (1)-tangle e´
o (2,1,0)-tangle. Este resultado na˜o e´ direto em relac¸a˜o a operac¸a˜o da adic¸a˜o. Nestes
dois tangles foram aplicados, ale´m da operac¸a˜o da adic¸a˜o, movimentos isoto´picos
para se obter o tangle desejado. Portanto, podemos concluir que a operac¸a˜o da
adic¸a˜o de tangles tem por objetivo unir os pontos terminais laterais dos tangles
envolvidos, indicando que esta unia˜o estara´ sempre acontecendo na horizontal.
• Multiplicac¸a˜o de T e S: O produto de dois 2-tangles e´ denotado por ‘∗‘.
Posicionamos verticalmente os tangles T e S. Conectamos os pontos SW e SE do
tangle T aos pontos NW e NE do tangle S, veja a Figura 4.15.
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Figura 4.14: Multiplicac¸a˜o de tangles.
Observac¸a˜o 4.3.1. As operac¸o˜es de adic¸a˜o e de multiplicac¸a˜o de tangles na˜o sa˜o comu-
tativas. Na˜o preservam a classe dos tangles racionais.
Definic¸a˜o 4.3.8. A soma ou produto de dois tangles racionais e´ racional se, e somente
se, um deles for um tangle inteiro.
Exemplo 4.3.2. Considere as seguintes operac¸o˜es entre dois tangles: (a) uma operac¸a˜o
entre um tangle vertical e um tangle inteiro; (b) uma operac¸a˜o entre dois tangles verticais.
Vejamos atrave´s da Figura 4.16 como se comportam:
(a) 1
[3]
+ [1] −→ e´ um tangle racional.
(b) 1
[3]
+ 1
[2]
−→ na˜o e´ um tangle racional.
Figura 4.15: Operac¸o˜es entre tangles.
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• Imagem Refletida de T : A imagem refletida de um tangle T e´ denotada por -T.
A imagem refletida −T e´ obtida de T invertendo todos os cruzamentos.
Exemplo 4.3.3. Seja n o nu´mero de cruzamentos em um tangle T :
a.) −[n] = [−n] → −[1] = [−1]
b.) − 1
[n]
= 1
[−n] → − 1[1] = 1[−1]
Enta˜o, −(T + S) = (−T ) + (−S) e −(T ∗ S) = (−T ) ∗ (−S).
• Rotac¸a˜o de T : A rotac¸a˜o de um tangle T e´ denotada por T r.
A rotac¸a˜o de T e´ obtida pela rotac¸a˜o de 90o de T sentido anti-hora´rio, como mostra
a Figura 4.16. A operac¸a˜o cancelamento de T r e´ T−r.
• Inverso de T : O inverso de um tangle T e´ denotado por T i.
O inverso de T e´ obtido pela rotac¸a˜o 90o de T no sentido hora´rio, como mostra
a Figura 4.16. Esta e´ a operac¸a˜o cancelamento, e seu resultado sera´ denotado por
T−i. Portanto, a operac¸a˜o inversa˜o e´ acompnhada da rotac¸a˜o e da imagem refletida,
isto e´ T i = −T r. Por exemplo, 1
[n]
= [n]i e 1
[n]
i
= [n].
Podemos concluir que:
- T−i ∼ T i e T ∼ (T i)i;
Por essa raza˜o,
- o inverso de T −→ 1
T
;
- e a rotac¸a˜o de T −→ − 1
T
.
Observac¸a˜o 4.3.2. De um modo geral, os tangles T r e T i na˜o sa˜o isoto´picos ao tangle
T.
Posteriormente veremos que as notac¸o˜es apresentadas casam com o me´todo de calcular
um 2-tangle por uma frac¸a˜o. Notamos tambe´m que todas as operac¸o˜es com 2-tangle, classe
de tangles T(2,2) podem ser generalizadas apropriadamente para operac¸o˜es com n-tangles,
classe de tangles T(m,n).
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Figura 4.16: Rotac¸a˜o e inversa˜o de 2-tangles.
4.3.4 Operac¸a˜o fechamento
Nesta subsec¸a˜o, definimos a operac¸a˜o fechamento denominada numerador ou denomi-
nador de um 2-tangle. Esta operac¸a˜o, quando aplicada em tangles racionais, classifica
os No´s racionais. A operac¸a˜o fechamento desempenhara´ papel crucial nos Cap´ıtulos 5
e 6, onde consideraremos o substrato, o mecanismo enzima´tico (ac¸a˜o de topoisomerases
e recombinases) e produtos resultantes da recombinac¸a˜o do DNA como numeradores de
tangles racionais.
A classe T(2,2) e´ particularmente interessante, devido a` simetria dos seus pontos termi-
nais {NW, NE, SW e SE}, mantendo a classe fechada sob as operac¸o˜es tangles que da˜o
origem a dois No´s diferentes, como ilustra a Figura 4.17:
Definic¸a˜o 4.3.9. (Numerador). O numerador de um 2-tangle T, denotado por N(T),
e´ obtido ligando com arcos simples os dois pontos terminais superiores (NW com NE) de
T e os dois pontos terminais inferiores (SW com SE) de T.
Definic¸a˜o 4.3.10. (Denominador). O denominador de um 2-tangle T, denotado por
D(T), e´ obtido ligando com arcos simples os pontos terminais NW com SW e NE com
SE, respectivamente.
Da operac¸a˜o fechamento de tangles, decorre uma classificac¸a˜o dos No´s racionais. Isto
porque a simetria dos pontos terminais do 2-tangle garante que o 2-tangle seja racional
e, portanto, o numerador ou o denominador do tangle racional sera´ um No´ racional. O
conhecimento que se tem sobre os No´s racionais e´ devido aos Teoremas de Schubert com
respeito aos No´s racionais orientados e na˜o orientados [26]. Nesta dissertac¸a˜o, considera-
remos somente a orientac¸a˜o dos tangles.
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Figura 4.17: O numerador e o denominador de um 2-tangle.
Observe na Figura 4.17 que aplicando a operac¸a˜o da rotac¸a˜o em N(T ) ou em D(T ),
temos
N(T ) = D(T r) e D(T ) = N(T r).
Uma outra forma para determinarmos o D(T ) e´ atrave´s do N(T ) pela troca do tangle
zero, [0], pelo tangle infinito, [∞], veja Figura 4.18. Podemos dizer que a transformac¸a˜o
do numerador para o denominador e´ um precursor para o modelo tangle de um evento de
recombinac¸a˜o. Neste processo fica subentendido que ocorre a cirurgia de Dehn [5], [14] e
[15], ou seja a substituic¸a˜o do tangle zero pelo tangle infinito. A troca [0] para [∞] pode
ser descrita algebricamente pela equac¸a˜o:
N(T ) = N(T + [0]) −→ N(T + [∞]) = D(T ).
Figura 4.18: Trasnformando numerador em denominador.
64
Cap´ıtulo 4. Classificac¸a˜o dos Tangles Racionais
No processo de transformac¸a˜o observamos que:
• Embora a soma/produto de um tangle racional e´, em geral, na˜o racional, o numera-
dor (denominador) fechado da soma (produto) de dois tangles racionais e´ um tipo
particular de No´ ou Catenane, isto e´, um 4-plat ;
• Outro fato interessante e´ quando dois tangles racionais na˜o sa˜o isoto´picos, mas
possuem numeradores isoto´picos. Essa e´ a ide´ia ba´sica utilizada para a classificac¸a˜o
de No´s racionais por Schubert [26];
• A substituic¸a˜o do tangle zero pelo tangle infinito (cirurgia de tangles), e´ um dos
pontos chave do modelo tangle apresentado por Ernest e Sumners, [14]-[17], a ser
considerado no Cap´ıtulo 5, quando da comparac¸a˜o com a ac¸a˜o enzima´tica (troca de
fios do DNA).
4.4 Formas do Tangle Racional: Torc¸a˜o, Padra˜o e
Canoˆnica
Os tangles racionais podem ser apresentados em treˆs formas diferentes algebricamente,
pore´m isoto´picas topologicamente. Nesta dissertac¸a˜o, desejamos obter os produtos resul-
tantes da recombinac¸a˜o do DNA atrave´s da frac¸a˜o, que correpondera´ ao tipo topolo´gico
para cada produto da recombinac¸a˜o. Isso so´ e´ poss´ıvel quando o tangle racional estiver
pelo menos em sua forma padra˜o. Nesta sec¸a˜o, primeiramente definimos tangle racional
na forma torc¸a˜o e atrave´s da aplicac¸a˜o de movimentos isoto´picos para se obter a forma
padra˜o. Em seguida, faremos a descric¸a˜o alge´brica dos tangles racionais via a construc¸a˜o
de frac¸o˜es cont´ınuas, para finalmente obter a forma canoˆnica para tangles racionais.
4.4.1 Tangle racional na forma torc¸a˜o
Um tangle racional na forma torc¸a˜o pode ser convertido para os tangles [0] ou [∞]
por uma sequ¨eˆncia finita de torc¸o˜es. Isso mostra que um tangle racional na forma torc¸a˜o
pode ser obtido intuitivamente de um tangle racional previamente criado por consecutivas
adic¸o˜es de tangles inteiros e multiplicac¸o˜es de tangles verticais, como mostra a Figura 4.19.
Assim,
Definic¸a˜o 4.4.1. Um tangle racional esta´ na forma torc¸a˜o se for criado por consecuti-
vas adic¸o˜es e multiplicac¸o˜es dos tangles [+1] ou [-1], iniciando do tangle [0] ou do tangle
[∞].
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Os tangles racionais na forma torc¸a˜o podem ser descritos por uma expressa˜o alge´brica
do tipo:
[sk] + (· · ·+ ( 1
[r3]
∗ ([s1] + ( 1
[r1]
∗ [s0] ∗ 1
[r2]
) + [s2]) ∗ 1
[r4]
) + · · · ) + [sk+1], si, ri ∈ Z.(4.1)
ou do tipo:
1
[sk]
∗ (· · · ∗ ([r3] + ( 1
[s1]
∗ ([r1] + 1
[s0]
+ [r2]) ∗ 1
[s2]
+ [r4]) ∗ · · · ) ∗ 1
[sk+1]
, si, ri ∈ Z. (4.2)
Das expresso˜es (4.1) e (4.2), notamos que alguns dos si’s, ri’s podem ser zero, per-
mitindo que [sk] + [sk+1] = [0] e [s0] = [∞].
Exemplo 4.4.1. Considere um tangle racional na forma torc¸a˜o. Podemos descreveˆ-lo,
em func¸a˜o da expressa˜o alge´brica T, como:
Figura 4.19: Tangle racional na forma torc¸a˜o.
T = [sk] + (· · ·+ ( 1
[r3]
∗ ([s1] + ( 1
[r1]
∗ [s0] ∗ 1
[r2]
) + [s2]) ∗ 1
[r4]
) + · · · ) + [sk+1], si, ri ∈ R.(4.3)
T = (([3] + ([1] ∗ [3] ∗ 1
[2]
) + [−4]) ∗ 1
[−4]) + [2].
Comparando a Definic¸a˜o 4.4.1 com a Definic¸a˜o 4.3.1, observamos a seguinte equivaleˆn-
cia: Sejam S2 uma esfera bidimensional, limite da bola tridimensional B, e p os quatro
pontos equatoriais especificados em S2; Seja, h : (S2, p) −→ (S2, p) um automorfismo de
S2 com os quatro pontos, isso estende para um automorfismo h¯ da bola tridimensional
B [15]; Seja ainda, a, dois arcos {x, y} × I ligando os pares dos quatro pontos do limite
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de B. Consideramos agora h¯(a), o tangle induzido por h. Observe que a isotopia h e´
uma composic¸a˜o das tranc¸as formadas pelos pares dos pontos. Enta˜o a extensa˜o h¯ e´ uma
composic¸a˜o de torc¸o˜es dos arcos contendo os pontos terminais. Portanto, h¯(a) e´ um tangle
racional, e todo tangle racional pode ser obtido dessa maneira. Usamos essa equivaleˆncia
como uma caracterizac¸a˜o pro´pria dos tangles racionais.
4.4.2 Movimentos isoto´picos para tangles racionais
Nesta subsec¸a˜o, definimos movimentos isoto´picos para tangles racionais. Esses movi-
mentos desempenham um papel importante na teoria dos tangles, e conjuntamente aos
movimentos de Reidemeister, sera˜o aplicados nas projec¸o˜es planares dos produtos resul-
tantes da recombinac¸a˜o do DNA, (Cap´ıtulo 6).
Definic¸a˜o 4.4.2. (Flype). Um flype e´ um movimento isoto´pico de um 2-tangle T,
sobre um cruzamento a, aplicado em um 2-subtangle da forma [±1] + t ou [±1] ∗ t
fixando os pontos terminais do subtangle onde o flype e´ aplicado. Um flype e´ chamado
racional se o 2-subtangle no qual o flype atua e´ racional.
A Figura 4.20 ilustra este conceito.
Figura 4.20: Movimentos flype.
Lema 4.4.1. Todos os flypes de um tangle racional T sa˜o racionais.
Observac¸a˜o 4.4.1. Os flypes preservam a estrutura alternante de um diagrama.
A orientac¸a˜o pre´-estabelecida no tangle determina o caminho a ser percorrido em todo
o diagrama tangle, definindo assim os cruzamentos positivos (+) e os negativos (−) para
o diagrama tangle. Quando todos os cruzamentos sa˜o do mesmo tipo, dizemos que o
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tangle e´ alternante onde os cruzamentos se alternam de baixo para cima ao longo do
caminho percorrido no diagrama tangle, como ilustra a Figura 4.21.
Definic¸a˜o 4.4.3. Um tangle ou um diagrama No´ e´ alternante se, e somente se,
possuem os mesmos tipos de cruzamentos, caracterizando tangles alternantes e diagramas
No´s alternantes.
Figura 4.21: Tangle na˜o alternante e alternante.
Os flypes sa˜o os u´nicos movimentos necessa´rios no estabelecimento da conjectura de
Tait para No´s alternantes [2], [4] e [26].
A Conjectura Tait para No´s. Dois No´s sa˜o isoto´picos se, e somente se, quaisquer
dois diagramas em S2 esta˜o relacionados por uma sequ¨eˆncia de flypes.
Uma outra operac¸a˜o que e´ utilizada em tangles racionais produzindo um movimento
isoto´pico e´ o flip, ilustrado na Figura 4.22.
Definic¸a˜o 4.4.4. (Flip). Um flip e´ uma rotac¸a˜o de 180◦ no espac¸o de um 2-tangle.
Dois tipos de flip podem ocorer:
1. T hflip −→ flip horizontal de um 2-tangle T. T hflip e´ obtido de T pela rotac¸a˜o
de 180◦ em torno do eixo horizontal no plano de T.
2. T vflip −→ flip vertical de um 2-tangle T. T vflip e´ obtido de T pela rotac¸a˜o de
180◦ em torno do eixo vertical no plano de T.
Nas Definic¸o˜es 4.4.1 e 4.4.2 notamos que um flype em um 2-subtangle t pode ser
descrita por uma das identidades isoto´picas
[±1] + t ∼ thflip + [±] ou [±1] ∗ t ∼ tvflip ∗ [±1].
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Figura 4.22: Flip horizontal e vertical.
Diante disso, podemos concluir que um flip troca os pontos terminais do tangle, e em
geral, um tangle flipado na˜o e´ isoto´pico a um tangle original.
Lema 4.4.2. Se T e´ racional, enta˜o:
(i) T ∼ T hflip;
(ii) T ∼ T vflip;
(iii) T ∼ (T i)i = (T r)r.
Como consequ¨eˆncia do Lema 4.4.2, a adic¸a˜o de [±1] e a multiplicac¸a˜o de [±1] sa˜o
comutativas. Assim, um flype racional e´ descrito por
[±1] + t ∼ t+ [±1] ou [±1]∗ ∼ t ∗ [±1].
Em geral, para qualquer m,n ∈ Z temos a seguinte identidade isoto´pica
[m] + T + [n] ∼ T + [m+ n], 1
[m]
∗ T ∗ 1
[m+n]
.
Em vista do Lema 4.4.2, uma outra forma de definic¸a˜o do flype racional pode ser
estabelecida atrave´s de uma das seguintes identidades:
[±1] + t ∼ ([±1] + t)vflip ou [±1] ∗ t ∼ ([±1] ∗ t)hflip.
O Teorema de Conway [2] representa um resultado significativo na teoria dos No´s.
Este teorema estabelece que os movimentos isoto´picos aplicados em um tangle racional
conduzem a um outro tangle racional sem alterar a estrutura topolo´gica, enta˜o esses
tangles devem possuir a mesma frac¸a˜o. Este resultado e´ uma prova combinatorial para
os movimentos isoto´picos atrave´s da frac¸a˜o do tangle.
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Teorema 4.4.1 (Conway, 1970). Dois tangles racionais sa˜o isoto´picos se, e
somente se, eles possuem a mesma frac¸a˜o.
Dois tangles racionais T e S em B3 sa˜o equivalentes se pudermos deformar um no outro
via uma isotopia ambiente. Dizemos ainda que tais tangles sa˜o equivalentes se, e somente
se, os nu´meros racionais correspondentes a`s suas frac¸o˜es cont´ınuas sa˜o os mesmos.
Exemplo 4.4.2. O tangle (-2,-4,1,3) e o tangle (2,3,4), sa˜o isoto´picos, uma vez que
representam o mesmo nu´mero racional 30
7
, veja a Figura 4.23.
Figura 4.23: O 30
7
-tangle.
No processo de recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica do DNA, iremos utilizar a teoria dos tan-
gles ate´ que todas as relac¸o˜es de equivaleˆncia, isotopias, sejam identificadas. Os tangles
T e S em B3 sa˜o isoto´picos, denotados por T ∼ S, se apresentam configurac¸o˜es ideˆnticas
de seus pontos terminais m+n em S2 = ∂B3 e se existir uma isotopia ambiente de (B3, T )
em (B3, S) que e´ a identidade no limite (S2, ∂T ) = (S2, ∂S). Uma isotopia ambiente pode
ser vista como uma deformac¸a˜o cont´ınua de B3 fixando os pontos terminais no limite da
esfera e deformando um tangle no outro sem que ocorra auto-intersec¸o˜es. Equivalente-
mente, existe um automorfismo preservando a orientac¸a˜o de h : (B3, T ) → (B3, S) que
e´ o mapa identidade no limite. Com isso, os tangles isoto´picos esta˜o na mesma classe
topolo´gica.
Em termos de diagrama, Reidemeister [1] provou que os movimentos locais no dia-
grama ilustrado na Figura 4.23 captura combinatorialmente a noc¸a˜o de isotopia ambiente
de No´s e tangles no espac¸o tridimensional. Isto e´, se dois diagramas que representam No´s
ou tangles sa˜o isoto´picos, enta˜o um diagrama pode ser obtido do outro por uma sequ¨eˆncia
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de movimentos de Reidemeister. No caso dos tangles, os pontos terminais permanecem
fixos, e todo movimento ocorre no interior da bola do tangle.
4.4.3 Tangle racional na forma padra˜o
Nesta subsec¸a˜o definimos tangle racional na forma padra˜o e descrevemos sua expressa˜o
alge´brica. Estes conceitos fazem parte da ana´lise combinatorial apresentada por Kauffman
e Lambropoulou em [24]-[26].
Os tangle racionais sa˜o gerados por consecutivas torc¸o˜es horizontais e verticais ini-
ciando dos tangles trivias [0] ou [∞]. As torc¸o˜es horizontais e verticais podem ocupar
lugares a` direita, acima ou abaixo dos pontos terminais de um tangle racional anterior-
mente criado. Aplicando alguns movimentos isoto´picos apropriados em subtangles destes
tangles racionais, podemos sempre trazer as torc¸o˜es para a direita ou abaixo do tangle.
Dizemos enta˜o que o tangle racional esta´ na forma padra˜o.
Definic¸a˜o 4.4.5. Um tangle racional esta´ na forma padra˜o, se for criado por conse-
cutivas adic¸o˜es de tangles [±1] somente a` direita: T → T + [±k], e multiplicac¸o˜es de
tangles [±1] somente abaixo: T → T ∗ 1
[±k] , iniciando com o tangle [0] ou [∞], Figura
4.24.
Figura 4.24: Criando tangles racionais na forma padra˜o.
Os tangles racionais na forma padra˜o possuem uma expressa˜o alge´brica do tipo:
((([an] ∗ 1
an−1
) + [an−2]) ∗ · · · ∗ 1
[a2]
) + [a1], para a2, . . . , an ∈ Z− {0}, (4.4)
onde [a1] pode ser [0] e [an] pode ser [∞] (ver Observac¸a˜o 4.3.9). Os ai ′s sa˜o inteiros
denotando os nu´meros de torc¸o˜es e os seus tipos. O tangle racional na forma padra˜o inicia
a torc¸a˜o com o tangle [an] e termina a torc¸a˜o com o tangle [a1].
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Exemplo 4.4.3. Seja T um tangle racional na forma padra˜o como mostrado na Figura
4.25. Desejamos obter sua expressa˜o alge´brica.
Figura 4.25: A tangle na forma padra˜o.
Substituindo os valores dos nu´meros de torc¸o˜es e os seus tipos, obtemos a expressa˜o
alge´brica do tipo:
T = (([3] ∗ 1
[−2]) + [2]).
Os tangles racionais na forma padra˜o podem ser representados tambe´m de maneira
abstrata atrave´s da representac¸a˜o com 3 fitas, como ilustra a Figura 4.26. Esta repre-
sentac¸a˜o abstrata com treˆs fitas torna-se mais apropriada para estudar No´s racionais.
Observe na Figura 4.25 que o tangle racional na forma padra˜o inicia o processo de torc¸a˜o
a partir do tangle [a3], e a distorc¸a˜o do tangle [a1], tangle [2], sendo que na representac¸a˜o
tranc¸a com 3 fitas acontece uma versa˜o comprimida do flip vertical da representac¸a˜o
padra˜o.
Na Figura 4.26 observe que a fita superior dos cruzamentos corresponde aos cruzamen-
tos horizontais e a fita inferior aos verticais da representac¸a˜o padra˜o. Portanto, as duas
representac¸o˜es para tangles racionais sa˜o equivalentes, tornado claro a discussa˜o sobre
os flips. Note ainda que, na representac¸a˜o com 3 fitas precisamos desenhar as imagens
refletidas dos termos pares, ja´ que quando rotulamo-as para a posic¸a˜o vertical, obtemos
cruzamento do tipo oposto.
Outro fator importante para os tangles racionais e´ com relac¸a˜o ao conjunto de torc¸o˜es
do tangle, n. A Figura 4.26 ilustra um tangle racional abstrato na forma padra˜o com
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Figura 4.26: Tangle racional abstrato com 3 fitas.
um nu´mero ı´mpar do conjunto de torc¸o˜es (n = 5). Se n e´ par e [a1] e´ horizontal enta˜o
[an] tem que ser vertical. Um exemplo de n par e´ mostrado na Figura 4.27
Observac¸a˜o 4.4.2. Na construc¸a˜o de um tangle racional, o primeiro cruzamento, [an],
pode ser do tipo horizontal ou do tipo vertical. Entretanto, o nu´mero n devera´ ser sempre
ı´mpar.
Figura 4.27: n par. Figura 4.28: n ı´mpar.
Nas Figuras 4.27 e 4.28 temos dois tangles com o conjunto de torc¸o˜es, n, par e
ı´mpar, respectivamente. Observe que foi aplicado um movimento hflip no cruzamento
a1 (primeiro cruzamento), Figura 4.27, de forma a deixar n ı´mpar sem alterar a estrutura
topolo´gica do tangle, Figura 4.28.
Da teoria dos tangles, [24]-[25], associamos ao tangle racional T , um vetor de nu´meros
inteiros (a1, a2, . . . , an), onde a primeira componente denota o lugar onde o tangle inicia
o desembarac¸amento e a u´ltima componente onde inicia a torc¸a˜o. Da Observac¸a˜o 4.4.2,
quando o vetor de nu´meros inteiros (a1, a2, . . . , an) for par, a primeira componente pode
ser quebrada em uma unidade, i.e. (a1, a2, . . . , an) = ((a1, a2, . . . , an − 1, 1), se an > 0, e
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(a1, a2, . . . , an) = (a1, a2, . . . , an + 1,−1) se an < 0. Portanto, assumiremos que n sempre
sera´ ı´mpar.
Lema 4.4.3. Todo tangle racional na forma torc¸a˜o pode ser transformado via
movimentos isoto´picos para a forma padra˜o.
Exemplo 4.4.4. Seja T um tangle racional na forma torc¸a˜o, Figura 4.29.
Figura 4.29: Tangle racional na forma torc¸a˜o.
Repetindo a expressa˜o alge´brica (4.3) do tangle T na forma torc¸a˜o, temos
T = [sk] + (· · ·+ ( 1[r3] ∗ ([s1] + ( 1[r1] ∗ [s0] ∗ 1[r2]) + [s2]) ∗ 1[r4]) + · · · ) + [sk+1],
Esta forma pode ser transformada isotopicamente para o tangle racional na forma
padra˜o, conservando-se os cruzamentos intercalados sempre a` direita e abaixo, isto e´,
T = (((([s0] ∗ 1
[r1 + r2]
) + [s1 + s2]) ∗ 1
[r3 + r4]
) + · · · ) + [sk + sk+1]. (4.5)
Substituindo os valores do tangle racional T , na expressa˜o (4.5), temos:
T = (((([3] ∗ 1
[1+2]
) + [3− 4]) ∗ 1
[0−4]) + [2]),
T = (((([3] ∗ 1
[3]
) + [−1]) ∗ 1
[−4]) + [2]).
Portanto, com a expressa˜o alge´brica podemos construir o tangle racional na forma
padra˜o como ilustrado na Figura 4.30.
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No Cap´ıtulo 6 demonstraremos como aplicar os movimentos isoto´picos no tangle
racional na forma torc¸a˜o, Figura 4.29, para se obter a forma padra˜o, Figura 4.30.
Figura 4.30: Tangle racional na forma padra˜o.
Observac¸a˜o 4.4.3. Da Definic¸a˜o 4.4.5 e do Lema 4.4.3, temos que toda classe de tangles
racionais pode ser gerada intuitivamente por duas operac¸o˜es iniciando dos tangles [0] ou
[∞].
1. Adic¸a˜o de [+1] ou [−1] : T −→ T + [±1].
2. Multiplicac¸a˜o por [+1] ou [−1] : T −→ T ∗ [±1].
Temos ainda que o resultado multiplicac¸a˜o de um tangle racional T por 1
[n]
pode ser
obtido atrave´s da adic¸a˜o de [n] com o inverso de 1
T
seguido pela inversa˜o. De fato, temos:
Lema 4.4.4. Todo tangle racional T satisfaz a seguinte equac¸a˜o isoto´pica:
T ∗ 1
[n]
= 1
[n]+ 1
T
e 1
[n]
∗ T = 11
T
+[n]
.
Da Observac¸a˜o 4.4.3 e do Lema 4.4.4, temos que as duas operac¸o˜es alge´bricas simples
entre tangles racionais que preservam a estrutura do tangle racional e geram a classe
inteira dos tangles racionais iniciando do tangle [0], sa˜o:
1. Adic¸a˜o de [+1] ou [−1] : T −→ T + [±1].
2. Inversa˜o de tangles racionais: T −→ 1
T
= T−1.
3. Rotac¸a˜o de tangles racionais: T −→ T r = − 1
T
.
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4.4.4 Tangle racional na forma frac¸a˜o cont´ınua
Nesta subsec¸a˜o descrevemos tangles racionais via frac¸o˜es cont´ınuas. Kauffman e Lam-
bropoulou em [24]-[25] demonstram uma classificac¸a˜o elegante para os tangles racionais
atrave´s da descric¸a˜o alge´brica via frac¸a˜o cont´ınua.
Definic¸a˜o 4.4.6. Uma frac¸a˜o cont´ınua em tangles inteiros e´ uma descric¸a˜o alge´bri-
ca de um tangle racional via construc¸a˜o da frac¸a˜o cont´ınua dos tangles [a1], . . . , [an] com
todos os numeradores iguais a 1, isto e´,
T = [[a1], [a2], . . . , [an]] := [a1] +
1
[a2] + · · ·+ 1[an−1]+ 1[an]
(4.6)
para a2, . . . , an ∈ Z − {0} e n par ou ı´mpar. O termo a1 pode ser zero. Nesse caso,
o tangle [0] pode ser omitido. Um tangle racional descrito, via frac¸a˜o cont´ınua, como
tangles inteiros e´ dito estar na forma frac¸a˜o cont´ınua.
Proposic¸a˜o 4.4.1. Todo tangle racional pode ser escrito na forma frac¸a˜o
cont´ınua.
Demonstrac¸a˜o: Pelo Lema 4.4.3, sabemos que o tangle racional esta´ na forma padra˜o.
Agora, com aplicac¸o˜es repetidas do Lema 4.4.4 obtemos a forma frac¸a˜o cont´ınua corres-
pondente:
((([an] ∗ 1
[an−1]
) + [an−2]) ∗ · · · ∗ 1
[a2]
) + [a1] −→ [a1] + 1
[a2] + · · ·+ 1[an−1]+ 1[an]
(4.7)
Para facilitar a descric¸a˜o alge´brica de um tangle racional, dizemos que um tangle
racional na forma padra˜o [[a], [b], [c]] e´ do tipo:
([c] ∗ 1
[b]
) + [a],
e possue a forma frac¸a˜o cont´ınua correspondente:
[a] +
1
[b] + 1
[c]
= [[a], [b], [c]].
Portanto a forma frac¸a˜o cont´ınua e a forma padra˜o de um tangle racional sa˜o equiva-
lentes.
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Exemplo 4.4.5. O tangle racional na forma padra˜o, da Figura 4.31 pode ser escrito da
seguinte maneira:
Figura 4.31: A tangle na forma padra˜o.
• Expressa˜o alge´brica na forma padra˜o:
T = (([c] ∗ 1
[b]
) + [a]) −→ (([3] ∗ 1
[−2]) + [2]).
• Forma frac¸a˜o cont´ınua:
T = [[a], [b], [c]] −→ T = [2] + 1
[−2]+ 1
[3]
.
O comprimento da frac¸a˜o e´ o nu´mero n se a1 e´ zero ou na˜o. Se para i > 1 todos
os termos sa˜o positivos ou todos os termos sa˜o negativos e a1 6= 0 ou a1 = 0, enta˜o o
valor absoluto da frac¸a˜o cont´ınua e´ maior ou menor que um. Deve estar claro que as duas
operac¸o˜es alge´bricas simples da adic¸a˜o de +1 ou − 1 e inversa˜o geram intuitivamente
a classe inteira das frac¸o˜es cont´ınuas iniciando do zero. Chamamos o nu´mero racional
p
q
= [a1, a2, . . . , an] o valor correspondente da frac¸a˜o cont´ınua aritme´tica. Logo, T =
p
q
.
Lema 4.4.5. Seja p
q
um nu´mero racional. Enta˜o
1. existem a1 ∈ Z, a2, . . . , an ∈ Z− {0} tais que pq = [a1, a2, . . . , an];
2. p
q
+ [±1] = [a1 ± 1, a2, . . . , an];
3. p
q
= [0, a1, a2, . . . , an];
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4. −p
q
= [−a1,−a2, . . . ,−an].
Observac¸a˜o 4.4.4. Se a frac¸a˜o cont´ınua [a1, a2, . . . , an] possui comprimento ı´mpar, pode-
mos torna´-la de comprimento par via transformac¸a˜o do u´ltimo termo:
[a1 ± 1, a2, . . . , an] = [a1 ± 1, a2, . . . , an − 1] para an > 0
e
[a1 ± 1, a2, . . . , an] = [a1 ± 1, a2, . . . , an + 1] para an < 0.
A frac¸a˜o cont´ınua e´ positiva ou negativa se todos os termos sa˜o positivos ou negativos,
respectivamente.
4.4.5 Tangle racional na forma canoˆnica
Nesta subsec¸a˜o apresentamos a forma canoˆnica para tangles racionais representada
por vetores.
Definic¸a˜o 4.4.7. Um tangle racional T = [[a1], [a2], . . . , [an]] esta´ na forma canoˆnica
se T e´ alternante e n e´ ı´mpar.
Figura 4.32: Tangle na˜o alternante e alternante.
Os tangles racionais na forma canoˆnica, sa˜o representados como um vetor com compo-
nentes inteiras, (a1, a2, . . . , an), onde cada comprimento corresponde ao nu´mero de torc¸o˜es
no sentido horizontal ou vertical, partindo sempre de uma componente horizontal. Como
exemplo, considere o tangle mostrado na Figura 4.32 (lado direita da igualdade). Este tan-
gle esta´ na forma canoˆnica, pois e´ alternante possuindo todos os cruzamentos do mesmo
tipo. Portanto, um tangle racional T = [[a1], [a2], . . . , [an]] e´ alternante se os ai´s sa˜o
todos positivos ou todos negativos e n e´ ı´mpar, como mostrado na Figura 4.32.
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Proposic¸a˜o 4.4.2. Todo tangle racional pode ser transformado via isotopia
para a forma canoˆnica.
Note na Figura 4.33 que o tangle T esta´ na forma padra˜o, mas na˜o representa um
diagrama alternante. O mesmo aconte com a sua forma frac¸a˜o cont´ınua, os componentes
possuem sinais diferentes. Enta˜o tem que ocorrer em algum lugar de T um movimento
isoto´pico de maneira a deixa´-lo alternante. O mesmo acontence com a frac¸a˜o, uma troca
de sinal dos componentes com sinais diferentes.
Figura 4.33: Aplicac¸a˜o de movimentos isoto´picos para deixa´-lo alternante.
Disso segue, por induc¸a˜o no nu´mero de cruzamentos no tangle, que T e´ isoto´pico a um
tangle racional alternante. Um tangle racional alternante possui uma expressa˜o frac¸a˜o
cont´ınua com todos os termos positivos ou negativos, e da Observac¸a˜o 4.4.2 podemos
assumir que o nu´mero de termos e´ ı´mpar.
Corola´rio 4.4.1. No´s racionais sa˜o alternantes, se possuem um diagrama que e´ o fecha-
mento de um tangle racional alternante.
4.5 Frac¸o˜es Cont´ınuas e a Classificac¸a˜o de Tangles
Racionais
Nesta subsec¸a˜o fazemos uma analogia entre tangles racionais e as frac¸o˜es cont´ınuas [25].
Esta analogia e´ utilizada na classificac¸a˜o de tangles racionais via o invariante topolo´gico
(frac¸o˜es cont´ınuas). E´ necessa´rio o rigor matema´tico na sua descric¸a˜o, pois o invariante
topolo´gico caracteriza a estrutura e o tipo de No´s resultantes dos produtos de recom-
binac¸a˜o do DNA.
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Lema 4.5.1. Toda frac¸a˜o cont´ınua [a1, a2, . . . , an], pode ser transformada em uma
u´nica forma canoˆnica [β1, β2, . . . , βm], onde todos os βi’s sa˜o positivos ou negativos e
m e´ ı´mpar.
Demonstrac¸a˜o: Usando o algoritmo de Euclides escrevemos p
q
= [a1, a2, . . . , an] na
forma desejada. Suponhamos que p
q
= 11
7
. Enta˜o
11
7
= 1 +
4
7
= 1 +
1
7
4
= 1 +
1
1 + 3
4
= 1 +
1
1 + 14
3
= 1 +
1
1 + 1
1+ 1
3
= [1, 1, 1, 3] = 1 +
1
1 + 1
1+ 1
2+11
= [1, 1, 1, 2, 1].
Podemos agora definir a frac¸a˜o de um tangle racional. Dado T , um tangle racional na
forma torc¸a˜o, representado atrave´s da expressa˜o alge´brica (4.1):
[sk] + (· · ·+ ( 1[r3] ∗ ([s1] + ( 1[r1] ∗ [s0] ∗ 1[r2]) + [s2]) ∗ 1[r4]) + · · · ) + [sk+1],
enta˜o
Definic¸a˜o 4.5.1. Chamamos a frac¸a˜o de T, denotado por F(T), o nu´mero racional
F (T ) = sk + (· · ·+ ( 1r3 ∗ (s1 + ( 1r1 ∗ s0 ∗ 1r2 ) + s2) ∗ 1r4 ) + · · · ) + [sk+1],
Definimos a frac¸a˜o de um tangle racional T = [[a1], [a2], . . . , [an]], F(T), como o
valor nume´rico da frac¸a˜o cont´ınua obtida substituindo os inteiros por tangles inteiros na
expressa˜o para T, i.e.,
F (T ) := [a1] +
1
[a2] + · · ·+ 1[an−1]+ 1[an]
= [a1, a2, . . . , an], (4.8)
se T 6= [∞], e F ([∞]) :=∞ = 1
0
, como uma expressa˜o formal, onde a operac¸a˜o aritme´tica
‘∗‘ e´ definida via
x ∗ y := 11
x
+ 1
y
.
Lema 4.5.2. Seja T = [[a1], [a2], . . . , [an]] um tangle racional na forma frac¸a˜o cont´ınua.
Enta˜o a frac¸a˜o tangle possui as seguintes propriedades.
1. F (T + [±1] = F (T )± 1,
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2. F ( 1
T
) = 1
F (T )
,
3. F (−T ) = −F (T ).
Lema 4.5.3. Se T e´ um tangle racional na forma torc¸a˜o e C sua forma frac¸a˜o cont´ınua,
enta˜o F(T)=F(C).
Observac¸a˜o 4.5.1. Se T = [a1] +
1
[a2]+···+ 1
[an−1]+ 1[an]
, enta˜o F (T ) = a1 +
1
a2+···+ 1
an−1+ 1an
, e
isso pode ser tomado como a definic¸a˜o de F(T).
A seguir apresentamos um conjunto de resultados importantes na teoria de tangles:
• Se T e´ um tangle racional na forma frac¸a˜o cont´ınua e T ′ sua forma canoˆnica, enta˜o
F (T ) = F (T ′);
• Se T e´ racional, enta˜o F (T hlip) = F (T ) = F (T ) = F (T vflip);
• Dois tangles racionais alternantes em S2 sa˜o isoto´picos se, e somente se, eles diferem
por uma sequ¨eˆncia de flypes racionais;
• Dois tangles racionais que diferem por um flype racional possui a mesma frac¸a˜o;
• A frac¸a˜o e´ uma isotopia invariante dos tangles racionais;
• Dois tangles racionais com a mesma frac¸a˜o sa˜o isoto´picos;
• A forma canoˆnica de um tangle racional e´ u´nica;
• Tangles racionais na forma canoˆnica possuem um nu´mero mı´nimo de cruzamentos;
• Tangles racionais alternantes possuem um nu´mero mı´nimo de cruzamentos.
Como uma observac¸a˜o final sobre a demonstrac¸a˜o do Teorema de Conway rela-
cionamos os seguintes passos:
1. Dois tangles sa˜o isoto´picos se possuem a mesma frac¸a˜o;
2. Sejam T = [[a1], [a2], . . . , [an]] e S = [[b1], [b2], . . . , [bn]] dois tangles racionais isoto´picos,
enta˜o
- Obter as suas formas canoˆnicas, T ′e S ′, respectivamente;
- Calcular suas frac¸o˜es cont`ınuas F (T ) = p
q
e F (S) = p
q
e suas formas canoˆnicas;
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- Se T ′ e S ′ sa˜o alternantes e isoto´picos, enta˜o eles diferem por uma sequ¨eˆncia
de flypes.
3. Mostrando que se dois tangles racionais que diferem por uma sequ¨eˆncia de flypes
eles possuem a mesma frac¸a˜o cont´ınua, e portanto concluido a prova do Teorema de
Conway.
O Teorema 4.4.1 diz que nu´meros racionais sa˜o representados de forma bijetora por
tangles racionais; seus negativos sa˜o representados pelas imagens refletidas e seus inversos
por inverso˜es de tangles racionais. Adicionando inteiros ao nu´mero racional corresponde
a adicionar torc¸o˜es inteiras a um tangle racional; mas a soma de nu´meros racionais na˜o
inteiros na˜o corresponde aos tangles racionais da soma. O Teorema 4.4.1 implica que a
forma canoˆnica de um tangle racional e´ u´nica, ja´ que a forma canoˆnica correspondente
de suas frac¸o˜es cont´ınuas e´ u´nica. Outra observac¸a˜o e´ que para trazermos um tangle
racional para a sua forma canoˆnica, teremos que calcular suas frac¸o˜es e expressa´-las na
forma canoˆnica.
4.6 Concluso˜es
Iniciamos este cap´ıtulo, com a histo´ria dos tangles e No´s racionais com o objetivo
de situar o leitor. Em seguida definimos tangles e apresentamos todos os passos para
a classificac¸a˜o dos tangles racionas. Finalmente, definimos a frac¸a˜o do tangle como um
invariante topolo´gico para os tangles racionais, elemento chave do Teorema de Conway.
Durante todo o cap´ıtulo, procuramos apresentar os principais conceitos e definic¸o˜es
desenvolvidos inicialmente por Conway [2], e posteriormente reconsiderados por Kauffman
e Lambropoulou [23]-[26]. Estes conceitos e definic¸o˜es sa˜o essenciais no entendimento da
descric¸a˜o alge´brica dos produtos resultantes da recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica do DNA.
Para que estes produtos resultantes da recombinac¸a˜o do DNA sejam classificados apro-
priadamente dentro das famı´lias de No´s, e´ deseja´vel que No´s e tangles racionais apresentem
estruturas topolo´gica e alge´brica bem definidas.
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O Modelo Tangle para
Recombinac¸a˜o S´ıtio-Espec´ıfica do
DNA
Neste cap´ıtulo apresentamos o modelo tangle para recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica do
DNA baseando-se nos sistemas de recombinac¸a˜o transposase e integrase. Na Sec¸a˜o 5.1,
descrevemos o complexo sina´ptico comparando-o aos tangles racionais, e como acontece a
recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica do DNA nas experieˆncias in vitro realizadas em [8]-[10] com
as enzimas resolvase e integrase (Subsec¸o˜es 5.1.2 e 5.1.3, respectivamente), onde utilizare-
mos os resultados dessas experieˆncias na construc¸a˜o do modelo matema´tico. Na Sec¸a˜o
5.2, apresentamos de forma detalhada o modelo tangle, que tem por objetivo fornecer a
topologia do complexo sina´ptico em um u´nico evento de recombinac¸a˜o. Mostramos como
e´ feita a modelagem matema´tica (Subsec¸a˜o 5.2.2) nos momentos da pre´-recombinac¸a˜o, da
recombinac¸a˜o e da po´s-recombinac¸a˜o associando cada um desses momentos aos tangles de
dois fios (2-tangles). Essa modelagem produz as equac¸o˜es tangle, sendo que suas soluc¸o˜es
dependem (Subsec¸a˜o 5.2.3) dos tangles envolvidos serem racionais. Na Sec¸a˜o 5.3, apre-
sentamos as soluc¸o˜es das equac¸o˜es tangle aplicadas ao modelo de recombinac¸a˜o resolvase.
Finalmente, na Sec¸a˜o 5.4 apresentamos as concluso˜es desse cap´ıtulo.
Com base nas experieˆncias laboratoriais realizadas em [9]. Wasserman e Cozzarelli
observaram que os tangles de interesse eram racionais e a maioria dos produtos de re-
combinac¸a˜o eram tranc¸as de 4 fios (4-plats). Atrave´s destas observac¸o˜es, foram feitas su-
posic¸o˜es biolo´gicas e matema´ticas com o objetivo de facilitar a compreensa˜o das equac¸o˜es
tangle que descrevem o mecanismo enzima´tico da pre´-recombinac¸a˜o e da po´s-recombina-
c¸a˜o. Para detectar quais tangles eram racionais, foram utilizados alguns teoremas basea-
83
Cap´ıtulo 5. O Modelo Tangle para Recombinac¸a˜o S´ıtio-Espec´ıfica do DNA
dos nos modelos de recombinac¸a˜o resolvase e integrase, os quais possibilitaram a cons-
truc¸a˜o do modelo tangle[14]-[19].
Nosso objetivo e´ mostrar que o potencial desse me´todo esta´ na capacidade de ajudar
na compreensa˜o de alguns problemas, tais como:
1. Determinar o nu´mero de produtos necessa´rios para caracterizar o mecanismo en-
zima´tico;
2. O potencial do me´todo quanto a`s ana´lises topolo´gicas dos substratos e dos produtos,
uma vez que se conhec¸a o mecanismo enzima´tico.
5.1 O Complexo Sina´ptico e a Recombinac¸a˜o S´ıtio-
Espec´ıfica
Nesta sec¸a˜o, primeiramente descrevemos o complexo sina´ptico comparando-o aos tan-
gles de dois fios. Em seguida, apresentamos as experieˆncias laboratoriais realizadas em
[8]-[10] com as enzimas resolvase Tn3 e integrase, no qual utilizaremos os resultados desses
experimentos para a construc¸a˜o do modelo tangle na Sec¸a˜o 5.2.
Como podemos verificar na Sec¸a˜o 2.7 do Cap´ıtulo 2, a recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica
e´ uma maneira natural de alterar o co´digo gene´tico de um organismo, seja pelo movi-
mento de um bloco de DNA para uma outra posic¸a˜o na mesma mole´cula (movimento
executado pela transposase), ou pela integrac¸a˜o de um bloco de DNA em um genoma
hospedeiro (movimento executado pela integrase).
Um s´ıtio de recombinac¸a˜o para uma enzima de recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica, recom-
binase, e´ um pequeno pedac¸o de DNA duplex, cujo co´digo e´ reconhecido pela enzima
sendo que a mesma realiza a justaposic¸a˜o de um par de s´ıtios, na mesma ou em diferentes
mole´culas. A justaposic¸a˜o dos pares de s´ıtios e´ o resultado da manipulac¸a˜o enzima´tica
do DNA ou do movimento aleato´rio te´rmico, ou ainda de ambos. A enzima recombinase
ata-se ao substrato do DNA, executando uma ou mais rodadas de recombinac¸a˜o, e em
seguida libera o produto. Esse processo pode ser dividido em dois esta´gios: a sinapse e
a troca de fios, conforme ilustra a Figura 5.1.
Os s´ıtios justapostos sa˜o atados pela enzima. Esse esta´gio da reac¸a˜o e´ chamado
sinapse, e o complexo formado pelo substrato junto com a enzima atada e´ chamado
de complexo sina´ptico. Em um u´nico evento de recombinac¸a˜o, durante a troca de
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Figura 5.1: Esta´gios da recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica.
fio, a enzima executa uma quebra do “fio-duplo”em cada s´ıtio, recombina os finais for-
mando um cruzamento, e enta˜o libera a mole´cula (ou mole´culas) resultante. Dois tipos
de manipulac¸a˜o do DNA ocorrem na recombinac¸a˜o: na sinapse ocorre um movimento
global, chamado isotopia ambiente global (indicado pela flecha preta); e na troca de
fios ocorre um movimento local (indicado pela flecha branca). A mole´cula de DNA na˜o
atada pela enzima recombinase antes da recombinac¸a˜o e´ chamada de substrato e depois
da recombinac¸a˜o de produto. Ao complexo enzima´tico e a parte do DNA que esta´ atada
a` enzima chamamos de sinaptosome.
No processo de recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica, o que nos interessa sa˜o as mudanc¸as
topolo´gicas que ocorrem do substrato para o produto. Para capturar algumas dessas
mudanc¸as topolo´gicas, criam-se mole´culas de DNA duplex com ambos s´ıtios na mesma
mole´cula. A sequ¨eˆncia linear dos pares de base induz uma orientac¸a˜o local em cada s´ıtio,
e a orientac¸a˜o local de cada s´ıtio induz uma orientac¸a˜o global no DNA circular. Se as
orientac¸o˜es induzidas pelos dois s´ıtios concordam, essa configurac¸a˜o e´ chamada repetic¸o˜es
diretas, e se discordam e´ chamada repetic¸o˜es inversas.
As repetic¸o˜es diretas ou inversas podem alterar o produto quando um mesmo substrato
e´ usado. Para uma melhor compreensa˜o, observe as Figuras 5.2 e 5.3. Por exemplo:
1. Se o substrato e´ formado por um DNA circular com repetic¸o˜es diretas, o produto
da recombinac¸a˜o e´ um par de DNA circular, podendo formar uma Catenane;
2. Se o substrato e´ formado por um par de DNA circular com um s´ıtio em cada, o
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produto da recombinac¸a˜o e´ um DNA circular, podendo formar um No´;
3. Se o substrato e´ formado por um DNA circular com repetic¸o˜es inversas, o produto
da recombinac¸a˜o e´ um DNA circular podendo formar um No´.
Figura 5.2: Repetic¸o˜es Diretas. Figura 5.3: Repetic¸o˜es Inversas.
Para identificar a estrutura topolo´gica desses No´s e Catenanes, uma combinac¸a˜o de
me´todos biolo´gicos e topolo´gicos foi feita. O me´todo biolo´gico que utiliza a te´cnica de
cobertura de prote´ınas, desenvolvida por Wasserman e Cozzarelli em [8], possibilitou
pela primeira vez a visualizac¸a˜o do DNA nosado. Esta te´cnica possibilita desenhar as
projec¸o˜es planares dos produtos resultantes da recombinac¸a˜o de um experimento que
envolve rodadas sucessivas da recombinac¸a˜o do DNA e examinar a estrutura topolo´gica
resultante desses produtos de recombinac¸a˜o.
5.1.1 Discussa˜o da aplicac¸a˜o de tangles racionais para ana´lises
de recombinac¸a˜o do DNA
Nesta subsec¸a˜o demonstraremos, passo-a-passo, como associar os momentos da pre´-
recombinac¸a˜o, da recombinac¸a˜o e da po´s-recombinac¸a˜o aos tangles. O entendimento
dessa associac¸a˜o e´ fundamental para a compreensa˜o da Subsec¸a˜o 5.2.3, onde discutiremos
a necessidade dos tangles serem racionais.
Nos experimentos laboratoriais [8] e [9] o sinaptosome e´ visto como uma massa preta
atada ao DNA supertorcido separando-o em dois domı´nios, a parte atada e a parte na˜o
atada pela enzima (Figura 5.4). Nesses experimentos, algumas observac¸o˜es fundamentais
para a construc¸a˜o do modelo matema´tico foram feitas:
1. Os pares de fios do DNA se entrelac¸am;
2. Um par de s´ıtios atado pela enzima forma um tangle de dois fios (2-tangle);
3. A maioria dos produtos resultantes da recombinac¸a˜o de um substrato trivial e´ uma
tranc¸a de 4 fios (4-plat);
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4. Os tangles e a tranc¸as de 4 fios sa˜o formados por pares de torc¸o˜es de fios que se
entrelac¸am.
Figura 5.4: Sinaptosome.
Com base nas observac¸o˜es laboratoriais [9], associamos os momentos da pre´-recombinac¸a˜o,
da recombinac¸a˜o e da po´s-recombinac¸a˜o aos tangles de dois fios, da seguinte forma:
1o) Pre´-recombinac¸a˜o: No momento da pre´-recombinac¸a˜o, fazemos uma associac¸a˜o
dos pares de fios do DNA plectneˆmico supertorcido a`s configurac¸o˜es dos pares de fios dos
tangles racionais, e as enzimas vistas frequentemente na forma globular associamos a`
definic¸a˜o da bola tridimensional para tangles racionais.
2o) Recombinac¸a˜o: No momento da recombinac¸a˜o, fazemos uma associac¸a˜o da reac¸a˜o
enzima´tica entre enzima e DNA atado pela enzima a`s configurac¸o˜es do tangle de dois
fios, chamado tangle DNA-enzima, obtidos por uma combinac¸a˜o de torc¸o˜es simples e a
operac¸a˜o da adic¸a˜o.
3o) Po´s-recombinac¸a˜o: No momento da po´s-recombinac¸a˜o, fazemos uma associac¸a˜o
dos produtos resultantes do processo de recombinac¸a˜o aos numeradores dos tangles
racionais, podendo ser deformado continuamente dentro do limite da bola tridimen-
sional ate´ seus diagramas mı´nimos, os No´s racionais.
A ide´ia da associac¸a˜o da pre´-recombinac¸a˜o, da recombinac¸a˜o e da po´s-recombinac¸a˜o
aos tangles de dois fios e´ usar a adic¸a˜o de tangles para descrever poss´ıveis recombinac¸o˜es
da mole´cula de DNA. Atrave´s de seus invariantes topolo´gicos (as frac¸o˜es dos tangles),
limitamos as possibilidades dos produtos resultantes do processo de recombinac¸a˜o. Uma
vez que se conhec¸a estes produtos, usaremos a sua topologia para deduzir o mecanismo
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de recombinac¸a˜o do DNA.
Feitas as associac¸o˜es dos passos biolo´gicos aos tangles de dois fios e a operac¸a˜o da
adic¸a˜o de tangles, e´ muito prova´vel que os tangles envolvidos no momento da pre´-recombi-
nac¸a˜o, da recombinac¸a˜o e da po´s-recombinac¸a˜o sejam tangles racionais. Esses sa˜o os
primeiros argumentos naturais, nos quais Ernest e Sumners, [14]-[17], discutiram a raciona-
lidade. Admitiram que os tangles envolvidos eram racionais e enta˜o propuseram o modelo
tangle, que apresentaremos na Sec¸a˜o 5.2.
Muitas enzimas, tais como: resolvase Tn3, integrase, gin, hin e mu que mediam
mudanc¸as no DNA supertorcido, na replicac¸a˜o e recombinac¸a˜o, sa˜o usadas para ana´lises
de tangles. Nesta dissertac¸a˜o estaremos trabalhando somente com as enzimas resolvase
Tn3 e integrase.
5.1.2 Resolvase Tn3, in vitro
Nesta subsec¸a˜o, apresentamos os me´todos laboratoriais usados com a enzima resolvase
Tn3 em substratos de DNA circular duplex [9]. Os resultados dessas experieˆncias sa˜o
fundamentais para a construc¸a˜o do modelo tangle.
A enzima resolvase Tn3 foi a primeira recombinase onde se aplicou a teoria dos tangles.
Essas experieˆncias, foram de importaˆncia fundamental para a compreensa˜o e deduc¸a˜o do
mecanismo enzima´tico, bem como a construc¸a˜o de um modelo matema´tico capaz de prever
os produtos resultantes das rodadas de recombinac¸a˜o resolvase.
Neste tipo de recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica, Wasserman e Cozarrelli [9] usaram uma
recombinase s´ıtio-espec´ıfica, a resolvase Tn3, que reage com certos substratos de DNA
circular duplex com s´ıtios repetidos diretamente.
Nessas experieˆncias, inicia-se com um substrato de DNA, que possui a forma de um No´
trivial supertorcido, e o trata com resolvase. Essa enzima age atando-se ao DNA circular,
mediando um u´nico evento de recombinac¸a˜o e liberando o produto.
A resolvase na˜o age em Catenanes de DNA livres (mole´culas de DNA que na˜o esta˜o
atadas pela enzima), pois a enzima na˜o pode lidar com a justaposic¸a˜o dos locais quando
estes esta˜o em mole´culas diferentes. Entretanto, foi observado nas experieˆncias com re-
solvase, que uma vez em cada vinte encontros entre a enzima e o substrato, ela age
processivamente ao longo de um segmento cont´ınuo do DNA, isto e´, depois da formac¸a˜o
do complexo sina´ptico, no qual os s´ıtios para serem recombinados sa˜o alinhados pela
enzima, o processo da troca ocorre usualmente uma vez, mas e´ repetido ocasionalmente.
Atrave´s do encontro em que a enzima age processivamente, e´ que foi poss´ıvel a deter-
minac¸a˜o da estrutura dos produtos, No´s ou Catenanes, dessas rodadas extras de recom-
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binac¸a˜o. Com isso, foi poss´ıvel analisar as ac¸o˜es enzima´ticas e modelar matematicamente
esse mecanismo enzima´tico espec´ıfico para a recombinac¸a˜o resolvase Tn3.
Estudos topolo´gicos sobre a discussa˜o da racionalidade, teˆm fornecido uma informac¸a˜o
precisa sobre os detalhes do complexo sina´ptico resolvase e do processo da troca de fios,
como ilustra a Figura 5.5. O primeiro resultado importante obtido dessa recombinac¸a˜o
e´ a tranc¸a de 4 fios (4-plat) 〈2〉, Catenane com interligac¸a˜o u´nica conhecida como Hopf
Link , que e´ o produto da primeira rodada de recombinac¸a˜o.
Figura 5.5: Produtos de recombinac¸a˜o pelo sistema resolvase.
Observe na Figura 5.5 que durante a recombinac¸a˜o a enzima ata em ambos os s´ıtios-
espec´ıficos do DNA, formando assim, dois domı´nios que sa˜o representados por uma linha
grossa e uma fina. Os s´ıtios res (s´ıtios que esta˜o atados pela enzima resolvase) sa˜o
alinhados paralelamente pela enzima com treˆs cruzamentos (-) interdominais (no´s que
sa˜o formados pelo cruzamento de domı´nios diferentes), que permanecem fixos devido a`
ac¸a˜o enzima´tica. Para cada rodada de recombinac¸a˜o e´ introduzido um cruzamento (+).
Consideramos S o substrato, eK1, K2, K3, eK4 como sendo os quatro primeiros produtos
das rodadas de recombinac¸a˜o.
Nesta experieˆncia [9], microsco´pios eletroˆnicos revelaram os produtos de recombinac¸a˜o
com menores nu´meros de cruzamentos:
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• Para a primeira rodada de recombinac¸a˜o, temos:
K1 = 〈2〉 que e´ o Hopf Link ;
• Para a segunda rodada de recombinac¸a˜o, temos:
K2 = 〈1, 1, 2〉 que e´ o No´ figura 8 ;
• Para a terceira rodada de recombinac¸a˜o, temos:
K3 = 〈1, 1, 1, 1, 1〉 que e´ o Whitehead Link ;
• Para a quarta rodada de recombinac¸a˜o, temos:
K4 = 〈1, 2, 1, 1, 1〉 que e´ o No´ 6∗2.
Observou-se que nas treˆs primeiras rodadas de recombinac¸a˜o os produtos resultantes
eram sempre os mesmos, so´ que a partir da quarta rodada surgiam va´rios produtos com o
mesmo nu´mero de cruzamentos, dificultando assim, a obtenc¸a˜o e deduc¸a˜o do produto cor-
reto que descrevia esse processo de recombinac¸a˜o. Para solucionar este problema um novo
mecanismo para resolvase foi proposto e novas experieˆncias, acompanhadas pelo processo
de gel eletrophoresis, foram propostas para detectar o No´ 6∗2 previamente deduzido. A
descoberta do No´ 6∗2 fundamentou o modelo tangle.
5.1.3 Integrase fago lambda (λ), in vitro
Nesta subsec¸a˜o, apresentamos, de maneira sucinta, o mecanismo de recombinac¸a˜o
s´ıtio-espec´ıfica que utiliza a enzima integrase [9]. Os resultados desses experimentos sa˜o
comparados a duas famı´lias de No´s racionais.
A recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica que ocorre quando a recombinase liga-se a ambos os
s´ıtios de recombinac¸a˜o na mole´cula de DNA, produz uma inserc¸a˜o. Um exemplo bem estu-
dado, e´ fornecido pela integrac¸a˜o dos chamados fagos temperados (v´ırus que nem sempre
matam seus hospedeiros), dos quais o fago lambda (λ) e´ o mais entendido. Bacterio´fago,
ou simplesmente fago, e´ um v´ırus espec´ıfico para bacte´rias.
Na recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica do bacterio´fago λ de Escherichia coli, o DNA do v´ırus
infecta a bacte´ria E. coli, podendo formar um anel de segmento duplo quando se insere
na bacte´ria. Sob certas condic¸o˜es, o DNA viral pode inserir-se no DNA hospedeiro. Essa
reac¸a˜o e´ catalisada por uma enzima chamada integrase λ que e´ codificada pelo DNA viral.
A integrase age cortando os ane´is do DNA viral e do DNA bacterial, e ligando os finais
cortados, para que o DNA viral se torne um segmento do cromossomo bacterial.
Os resultados experimentais utilizando a recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica integrase fago
lambda (λ), podem ser encontrados em [9] e [10]. Nessas experieˆncias, a enzima reage
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com substratos de DNA circular duplex supertorcidos da forma plectoneˆmica, isto e´,
DNA que possui supertorc¸o˜es negativas com sentido direito, e a integrase, age em s´ıtios
repetidos diretamente ou em s´ıtios repetidos inversamente. Observou-se que uma rodada
de recombinac¸a˜o, especificamente para repetic¸o˜es inversas, produz a famı´lia de No´s de
DNA tranc¸a de 4 fios (4-plat) {〈−(2k+1)〉 : 0 ≤ k ≤ 11}; para repetic¸o˜es diretas, produz
a famı´lia de Catenanes de DNA tranc¸a de 4 fios (4-plat) {〈−(2k)〉 : 0 ≤ k ≤ 11}.
Deixamos claro ao leitor que os experimentos dos sistemas de recombinac¸a˜o resolvase
e integrase, foram verificados sob condic¸o˜es isoladas, ou seja, na˜o e´ considerada nenhuma
influeˆncia externa. Por exemplo: as mutac¸o˜es na recombinase, omissa˜o de uma prote´ına
necessa´ria e forc¸ar uma reac¸a˜o para prever as supertorc¸o˜es dependentes nas condic¸o˜es das
reac¸o˜es, mudariam radicalmente o mecanismo.
Algumas definic¸o˜es sa˜o necessa´rias para a modelagem matema´tica do mecanismo en-
zima´tico baseando-se nos sitemas de recombinac¸a˜o resolvase e integrase.
Definic¸a˜o 5.1.1. Orientac¸a˜o Global e´ a escolha de uma direc¸a˜o, na qual se caminha
em um DNA circular. Uma vez que a escolha e´ feita, ela na˜o pode ser alterada em
nenhum caminho do c´ırculo, e portanto todos os segmentos do DNA possuem a mesma
direc¸a˜o global.
Definic¸a˜o 5.1.2. Orientac¸a˜o Local e´ a escolha de uma direc¸a˜o, na qual se caminha
em um pequeno segmento do c´ırculo de DNA, e portanto a orientac¸a˜o local na˜o precisa
coincidir com a orientac¸a˜o global.
Definic¸a˜o 5.1.3. Repetic¸o˜es Diretas e´ quando a orientac¸a˜o global concorda com a
orientac¸a˜o local.
Definic¸a˜o 5.1.4. Repetic¸o˜es Inversas e´ quando a orientac¸a˜o global discorda da ori-
entac¸a˜o local.
5.2 Modelo Tangle
Nesta sec¸a˜o, apresentamos de forma detalhada a construc¸a˜o do modelo tangle, com o
objetivo de ilucidarmos as equac¸o˜es tangles obtidas por Ernest e Summners [14]-[18]. As
soluc¸o˜es dessas equac¸o˜es caracterizam os tipos de No´s do substrato e do produto.
5.2.1 A estrate´gia do modelo tangle
Com base na geometria (supertorc¸a˜o) e na topologia (No´s e Catenanes) do substrato e
das famı´lias do produto, o problema em questa˜o e´ deduzir o mecanismo enzima´tico.
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Uma vez que se compreenda o comportamento de uma enzima, em uma situac¸a˜o contro-
lada em laborato´rio, a pro´xima etapa e´ tentar entender o comportamento do empacota-
mento celular.
O objetivo do modelo tangle e´ fornecer a topologia do complexo sina´ptico em um
u´nico evento de recombinac¸a˜o, ou seja, computar a estrutura da pre´-recombinac¸a˜o e da
po´s-recombinac¸a˜o do complexo sina´ptico dando a informac¸a˜o sobre o substrato e sobre o
produto.
5.2.2 Modelagem matema´tica
Nesta subsec¸a˜o, apresentamos de forma detalhada a modelagem matema´tica da pre´-
recombinac¸a˜o, da recombinac¸a˜o e da po´s-recombinac¸a˜o como tangles racionais, para obter-
mos as equac¸o˜es tangles.
Quando apresentamos na Sec¸a˜o 5.1, a manipulac¸a˜o geome´trica que ocorre no DNA
(a sinapse e a troca de fios), chamamos a atenc¸a˜o para o movimento local, pois e´ neste
movimento que ocorrera´ a modelagem e ana´lise da estrutura da pre´ e da po´s-recombinac¸a˜o
do complexo sina´ptico. Considere a modelagem matema´tica da seguinte forma:
1o) Modelamos a enzima como uma bola tridimensional e o sinaptosome (bola
enzima´tica e DNA atado), como um tangle de dois fios;
2o) Modelamos o substrato da mole´cula de DNA como o numerador fechado da
soma dos tangle {Of , Ob, e P}, que da´ origem a` equac¸a˜o do substrato N(Of +
Ob + P );
3◦ ) Modelamos a ac¸a˜o da recombinase como sendo a substituic¸a˜o do tangle P
pelo tangle R, conhecida na literatura matema´tica como uma cirurgia de tangles
[5]. A substituic¸a˜o do tangle P pelo tangle R e´ considerada a primeira rodada de
recombinac¸a˜o, que da´ origem a` equac¸a˜o do produto N(Of +Ob +R).
4o) Modelamos as rodadas sucessivas de recombinac¸a˜o atrave´s da substituic¸a˜o dos
tangles:
– Na segunda rodada de recombinac¸a˜o, substituimos o tangle R pelo tangle R+R;
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– Na terceira rodada de recombinac¸a˜o, substitu´ımos o tangle R + R pelo tangle
R +R +R;
– Para n rodadas de recombinac¸a˜o, temos a equac¸a˜o: N(Of +Ob + nR).
As soluc¸o˜es das equac¸o˜es do substrato e dos produtos caracterizam os tipos de No´s do
substrato e do produto, sendo necessa´rias algumas suposic¸o˜es biolo´gicas que descrevem o
mecanismo enzima´tico da mole´cula de DNA.
Na primeira suposic¸a˜o, Ernest e Sumners em [14] e [15] atrave´s dos experimentos labo-
ratoriais com recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica resolvase Tn3, observaram que o mecanismo
de recombinac¸a˜o para essa enzima espec´ıfica era constante, possibilitando assim, o in´ıcio
da modelagem matema´tica. Mostramos de forma detalhada como ocorreu esse processo:
Suposic¸a˜o Biolo´gica : O mecanismo de enzima (a troca de segmentos modelada pela
substituic¸a˜o do tangle P pelo tangle R) em um u´nico evento de recombinac¸a˜o e´ constante,
independente da geometria (supertorc¸o˜es) e da topologia (No´s e Catenanes) da populac¸a˜o
do substrato.
Entender o mecanismo constante independente da geometria e da topologia do subs-
trato, quer dizer que para as enzimas resolvase, uma reduc¸a˜o na densidade do substrato
supertorcido pode reduzir a extensa˜o da recombinac¸a˜o, mas na˜o altera a geometria (o
nosamento ou a catenanizac¸a˜o) dos produtos [8]-[13]. Ale´m disso, o nosamento e a cate-
nanizac¸a˜o do substrato muda a topologia dos produtos da reac¸a˜o, mas de uma maneira
esperada se o mecanismo enzima´tico e a estrutura do sinaptosome sa˜o ideˆnticos para esse
substrato na˜o nosado [12]. Para outras enzimas, tais como a int, uma reduc¸a˜o na densi-
dade do substrato supertorcido reduz o nu´mero me´dio de cruzamentos no produto, mas
deixa o mecanismo enzima´tico intacto [13].
Na experieˆncia com resolvase Tn3, descrita na Subsec¸a˜o 5.1.2, ilustrada pela Figura
5.5, mu´ltiplas rodadas de recombinac¸a˜o ocorrem, e algumas das varia´veis aparecem com
muita frequeˆncia permitindo a soluc¸a˜o das equac¸o˜es, onde desejamos modelar as mu´ltiplas
rodadas de recombinac¸a˜o em um u´nico evento de recombinac¸a˜o. Existem duas maneiras
biolo´gicas, nas quais mu´ltiplas rodadas de recombinac¸a˜o podem acontecer: uma maneira
e´ chamada de recombinac¸a˜o distributiva, e a outra e´ a recombinac¸a˜o processiva.
Na recombinac¸a˜o distributiva, mu´ltiplas rodadas de recombinac¸a˜o ocorrem em mu´ltiplo
encontros entre a enzima e o DNA, enquanto que na recombinac¸a˜o processiva, mu´ltiplas
rodadas de recombinac¸a˜o ocorem em um u´nico encontro, uma situac¸a˜o biologicamente sig-
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nificativa, pore´m mais simples de ser tratada matematicamente. Enta˜o Ernest e Sumners,
[15], deram in´ıcio a` modelagem matema´tica considerando a recombinac¸a˜o processiva.
Para ilustrarmos a modelagem matema´tica da recombinac¸a˜o processiva, fazemos a
seguinte suposic¸a˜o matema´tica.
Suposic¸a˜o Matema´tica : A recombinac¸a˜o processiva age pela adic¸a˜o de tangles; para
cada rodada adicional de recombinac¸a˜o processiva, adicionamos uma co´pia do tangle
recombinante R.
Como a recombinac¸a˜o processiva ocorre em mu´ltiplas rodadas de recombinac¸a˜o em
um u´nico evento de recombinac¸a˜o, enta˜o podemos matematicamente dividir o complexo
do DNA em treˆs regio˜es espaciais e quatro tipos de tangles. Em cada figura da Figura 5.6,
ilustramos as treˆs regio˜es espaciais, sendo que os tangles P e R sa˜o considerados como a
primeira regia˜o; o tangle Ob a segunda; e o tangle Of a terceira, respectivamente.
Figura 5.6: Modelo tangle para recombinac¸a˜o processiva.
Considerando a Figura 5.6 (a), (b) e (c) temos:
• A primeira regia˜o e´ o DNA do sinaptosome. A pre´-recombinac¸a˜o do DNA nessa
regia˜o forma o tangle s´ıtio parental, P ; a po´s-recombinac¸a˜o do DNA nessa regia˜o
forma o tangle s´ıtio recombinante, R;
• A segunda regia˜o, consiste no DNA do sinaptosome que na˜o e´ mudado durante a
recombinac¸a˜o formando o tangle atado, Ob;
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• A terceira regia˜o, e´ o restante do DNA no complexo sina´ptico, exterior do sinapto-
some e forma o tangle livre, Of .
De modo a tornar claro o que acontece entre as regio˜es espacias e os quatro tipos de
tangles, descrevemos a seguinte modelagem:
1o) O sinaptosome e´ modelado como um 2-tangle e pode ser subdividido na soma de
dois tangles Ob + P . Os tangles sinaptosomes {Ob,P , e R} sa˜o considerados como
varia´veis constantes, refletindo as enzimas atadas e o mecanismo. O tangle Of na˜o e´
mudado pela recombinac¸a˜o e reflete a geometria e a topologia varia´vel de substratos
diferentes. Como nesta dissertac¸a˜o, estamos trabalhando com o mesmo substrato,
o tangle Of na˜o altera a topologia da pre´ e da po´s recombinac¸a˜o, podendo ser des-
considerado;
2o) O mecanismo de enzima e´ modelado como uma cirurgia de tangles, ou seja, subs-
tituic¸a˜o de tangles, no qual o tangle parental P e´ removido do sinaptosome
e substituido pelo tangle recombinante R, veja na Figura 5.6;
3o) O complexo sina´ptico da pre´ e da po´s recombinac¸a˜o e´ modelado como numerador
fechado dos tangles nas varia´veis {Of , Ob, P e R}, da seguinte forma:
• Pre´-recombinac¸a˜o: O numerador fechado da soma dos tangles (Of + (Ob + P )),
ilustrado na Figura 5.7 (a). Toda topologia interessante na pre´-recombinac¸a˜o, esta´
dentro de um dos treˆs c´ırculos. Existem, dois caminhos topologicamente equivalentes
para descrever o substrato, a saber: 1)DNA livre pela enzima, dando origem ao
lado esquerdo da equac¸a˜o do substrato; 2)DNA atado pela enzima, dando origem
ao lado direito da equac¸a˜o (5.1).
• Po´s-recombinac¸a˜o: O numerador fechado da soma dos tangles (Of + (Ob + R)),
ilustrato na Figura 5.7 (b). Da mesma forma que na pre´-recombinac¸a˜o, existem dois
caminhos para descrever a topologia do produto, a saber: DNA livre e DNA
atado, dando origem a equac¸a˜o do produto, (5.2).
O efeito da recombinac¸a˜o na estrutura tangle do complexo sina´ptico e´ substituir o
tangle P pelo tangle R. Portanto, se conhecermos a estrutura topolo´gica (tipos de No´s
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e Catenanes) do substrato e do produto, um u´nico evento de recombinac¸a˜o produz as duas
equac¸o˜es nas quatro varia´veis de recombinac¸a˜o {Of , Ob, P , e R}:
Equac¸a˜o do substrato: N(Of +Ob + P ) = substrato; (5.1)
Equac¸a˜o do produto: N(Of +Ob +R) = produto. (5.2)
Na segunda suposic¸a˜o, Ernest e Sumners, observaram que o processo de recombinac¸a˜o
em questa˜o, tratava-se da recombinac¸a˜o processiva, o que possibilitou encontrar a equac¸a˜o
tangle para n rodadas de recombinac¸a˜o.
Na recombinac¸a˜o processiva, a transformac¸a˜o de uma rodada recombinante processiva
para duas rodadas recombinantes processivas, esta´ na substituic¸a˜o do tangle R pelo tangle
(R+R), possibilitando a resoluc¸a˜o das equac¸o˜es tangle. Dessa forma, uma nova suposic¸a˜o
matema´tica e biologicamente razoa´vel e´ apresentada.
Suposic¸a˜o Matema´tica : Podemos enta˜o modelar a recombinac¸a˜o processiva como a
adic¸a˜o de n co´pias de tangles R, gerando o sistema de equac¸o˜es nas varia´veis desconhecidas
{Of , Ob, P , e R}, tais como:
N(Of +Ob +R +R) = 2
a rodada de recombinac¸a˜o,
N(Of +Ob +R +R +R) = 3
a rodada de recombinac¸a˜o,
...
N(Of +Ob + nR) = n rodadas de produto. (5.3)
A suposic¸a˜o (5.3) e´ o caminho mais simples para representarmos a recombinac¸a˜o pro-
cessiva diagramaticamente. Ale´m disso, ja´ que os tangles {Of , Ob, e R} aparecem em
mais de uma equac¸a˜o, podemos com frequeˆncia calcular soluc¸o˜es u´nicas para a recom-
binac¸a˜o das equac¸o˜es tangle de informac¸o˜es nas primeiras rodadas de recombinac¸a˜o em
um substrato relaxado, uma vez que, o resultado de n rodadas de recombinac¸a˜o proces-
siva no sinaptosome (Ob +P ) e´ substituir o tangle P pelo tangle nR. Este me´todo prediz
corretamente os produtos de rodadas adicionais da recombinac¸a˜o processiva.
Observe na Figura 5.7, as projec¸o˜es planares da primeira rodada de recombinac¸a˜o
processiva modelada via tangles pelo sistema de recombinac¸a˜o resolvase com repetic¸o˜es
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diretas. Para melhor compreensa˜o do significado geome´trico das equac¸o˜es (5.1), (5.2) e
(5.3), estaremos na Sec¸a˜o 5.3 associando-as ao modelo resolvase.
Figura 5.7: Modelo tangle para recombinac¸a˜o processiva.
5.2.3 Tangles racionais na recombinac¸a˜o
Nesta subsec¸a˜o, apresentamos de forma sucinta algumas discuso˜es essenciais sobre a
racionalidade dos tangles envolvidos no processo de recombinac¸a˜o processiva e a soluc¸a˜o
correta do teorema resolvase para as soluc¸o˜es das equac¸o˜es tangle, Sec¸a˜o 5.3.
Na ana´lise dos produtos resultantes das experieˆncias com resolvase Tn3 e phago λ,
fazemos uso dos resultados recentes em cirugia de Dehn (Dehn surgery), isto e´ variedades
3-dimensionais [5], para provar que muitas das soluc¸o˜es para as equac¸o˜es tangle sa˜o tangles
racionais. Da suposic¸a˜o biolo´gica, isto e´, que a enzima forma uma bola tridimensional, e
que os dois fios do DNA esta˜o no interior da superf´ıcie da enzima (ambos antes e depois da
recombinac¸a˜o), enta˜o a pre´ e a po´s recombinac¸a˜o do complexo sina´ptico local (os tangles
P e R) sa˜o tangles racionais. A simplicidade dos sitemas resolvase e integrase, forc¸a a
racionalidade de muitas das soluc¸o˜es tangle.
Va´rios teoremas propostos por Ernest e Sumners [14]-[17], comprovam a racionalidade
dos tangles envolvidos no processo da recombinac¸a˜o processiva, dentre eles: o teorema dos
produtos primos; o teorema da colisa˜o aleato´ria; o teorema da recombinac¸a˜o processiva;
o teorema resolvase; o teorema gin; o teorema int, [17]. Esses teoremas sustentam a
racionalidade dos tangles envolvidos e da˜o informac¸o˜es suficientes sobre os tangles {O,P
e R} para que as equac¸o˜es tangle sejam resolvidas. Os conceitos matema´ticos usados
na demonstrac¸a˜o desses teoremas na˜o sa˜o triviais, exigindo conhecimento sobre espac¸os
de cobertura ramificadas tridimensionais e alge´bricos envolvendo tangles alge´bricos, a
cirurgia de Dehn em variedades tridimensionais e a teoria dos espac¸os lenticulares, o
que nessa dissertac¸a˜o estaremos apenas utilizando os resultados dos teoremas resolvase e
integrase associando-os a`s equac¸o˜es tangle.
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Na Subsec¸a˜o 5.1.2, apresentamos os produtos resultantes da recombinac¸a˜o processiva
no modelo resolvase e a dificuldade em detectar qual dos produtos para a quarta rodada
de recombinac¸a˜o seria o correto. Lembrando, a primeira rodada de recombinac¸a˜o pro-
duziu a Catenane 〈2〉, (Hopf Link); a segunda rodada produziu o No´ 4 〈2, 1, 1〉, (a No´
figura 8 ); a terceira rodada produziu o No´ 5 (+) 〈1, 1, 1, 1, 1〉, (o Whitehead link); e a
quarta rodada produziu uma composic¸a˜o de No´ 6 consistindo do No´ 4 com um No´ trivial,
em abundaˆncia. Dados esses produtos, enta˜o um novo mecanismo para a resolvase foi
hipotetizado e um novo experimento proposto para detectar qual No´ 6∗2 seria correto.
O problema experimental estava em separar o No´ 6∗2, raro na abundaˆncia de produtos,
atrave´s do processo de gel eletrophoresis. A descoberta do No´ 6∗2 〈1, 2, 1, 1, 1〉, (Whitehead
Link), fundamentou o modelo tangle, baseando-se em dois teoremas para o mecanismo
resolvase Tn3. Esses resultados sa˜o descritos a seguir.
Teorema 5.2.1. Suponha que os tangles Ob, P e R satisfac¸am as seguintes equac¸o˜es:
(i) N(Ob + P ) =< 1 >, (o No´ trivial), substrato;
(ii) N(Ob +R) =< 2 >, (o Hopf Link), 1
a rodada;
(iii) N(Ob +R +R) =< 1, 1, 2 > (o No´ figura 8), 2
a rodada.
Enta˜o, existem quatro poss´ıveis soluc¸o˜es para os tangles Ob, P e R, tais como:
{Ob, R} = {(−3, 0), (1)},
= {(3, 0), (−1)},
= {(−2,−3,−1)}, (1)}, ou
= {(2, 3, 1), (−1)},
(5.4)
Em (5.4), temos quatro tipos de substratos diferentes, (−3, 0), (3, 0), (−2,−3,−1) e
(2, 3, 1), que caracterizam a equac¸a˜o do substrato N(Ob+P ), e dois tipos de cruzamentos
diferentes, 〈±1〉, que caracterizam o tangle R.
Para a terceira rodada de recombinac¸a˜o, Ernest e Sumners, [17], provaram que: o
tangle Ob e´ racional, o tangle R tem que ser do tipo positivo 〈1〉, portanto integral. Com
esses resultados, o nu´mero de inco´ginitas diminuiu e um novo mecanismo foi hipotetizado,
permitindo a soluc¸a˜o correta do substrato para a quarta rodada de recombinac¸a˜o, encon-
trando as informac¸o˜es sobre os tangles Ob, P e R. A caracterizac¸a˜o desse resultado vem
do seguinte teorema.
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Teorema 5.2.2. Suponha que os tangles Ob, P e R satisfac¸am as seguintes equac¸o˜es:
(i) N(Ob + P ) = 〈1〉, (o No´ trivial), substrato;
(ii) N(Ob +R) = 〈2〉, (o Hopf Link), 1a rodada;
(iii) N(Ob +R +R) = 〈1, 1, 2〉 (o No´ figura 8), 2a rodada;
(iv) N(Ob +R +R +R) = 〈1, 1, 1, 1, 1〉 (o No´ 6∗2), 3a rodada.
Enta˜o:
Ob = {(−3; 0)}; R = {(1)},
e
N(Ob +R +R +R +R) = 〈1, 2, 1, 1, 1〉, 4a rodada.
As demonstrac¸o˜es dos Teoremas 5.2.1 e 5.2.2 podem ser encontradas em [17], e susten-
tam a suposic¸a˜o de que o tangle substrato O, o tangle recombinante R e todos os tangles
O+nR sa˜o racionais. Realmente, se assumirmos que O e´ racional e que O+R e´ racional,
enta˜o segue que R e´ um tangle integral. Portanto, O e R necessariamente formam uma
”ma´quina de tricoˆ”para o DNA sob essas condic¸o˜es. E´ relativamente natural supor que O
e´ racional tendo como argumento a simplicidade dos ca´lculos. Por outro lado, na˜o e´ o´bvio
que o tangle recombinante seja um inteiro. O fato de que os produtos dos experimentos
de recombinac¸a˜o do DNA sa˜o No´s e Catenanes, sob a hipo´tese de tangle racional, implica
na recombinac¸a˜o de tangles integrais, devido ao fato de que o numerador da soma de dois
tangles racionais e´ sempre um No´ ou um Link racional. De fato, e´ nesse ponto que con-
ceitos topolo´gicos mais gerais sa˜o necessa´rios para mostrar que certos produtos racionais
sa˜o considerados como uma ”ma´quina de tricoˆ”gerada por Kn = N(O + nR), onde O e
R sa˜o tangles arbitra´rios implicando na racionalidade dos tangles O+ nR. Para detalhes
dessa aproximac¸a˜o, sugerimos a leitura dos artigos [15], [18] e [22].
Sob o ponto de vista biolo´gico, uma outra forma de argumentar e´ descrita a seguir.
Note que a terceira rodada de recombinac¸a˜o determina qual dessas quatro soluc¸o˜es e´ a
correta. Para isso, e´ necessa´rio que o produto de recombinac¸a˜o seja quiral (na˜o seja
equivalente a` sua imagem refletida). Sem um produto quiral, o resultado sera´ sempre
um nu´mero par de soluc¸o˜es. Tal evideˆncia esta´ dispon´ıvel no caso da recombinac¸a˜o s´ıtio-
espec´ıfica com repetic¸o˜es diretas, o resultado de treˆs rodadas de recombinac¸a˜o processiva
Tn3 e´ o Whitehead Link, que e´ quiral (como um link na˜o orientado). Esse produto quiral
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determina a soluc¸a˜o correta biologicamente para {Ob;R}, e prediz o resultado de quatro
ou mais rodadas de recombinc¸a˜o processiva em um u´nico encontro.
Conclu´ımos que no DNA nosado produzido pelas sucessivas rodadas de recombinac¸a˜o
processiva por Wasserman. e Cozarreli [9] e´ consistente com a hipo´tese (resultados dos
teoremas) de que todas as recombinac¸o˜es sa˜o do tipo um cruzamento positivo [+1] e o
DNA atado pela enzima forma um tangle racional. Matematicamente, Ernest e Sumners
[14]-[17], provam que para a recombinac¸a˜o processiva em substratos triviais, o tangle O
e´ racional e o tangle R e´ integral. Sem esses resultados, as equac¸o˜es tangles dificilmente
seriam resolvidas, dessa forma, enta˜o propuseram o modelo tangle para sucessivas ro-
dadas de recombinac¸a˜o do DNA e mostraram, a importaˆncia da topologia na soluc¸a˜o de
problemas na biologia molecular.
Um outro tratamento matema´tico da recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica e´ demonstrado em
[10] no qual o polinoˆmio de Jones e´ usado. Tal demonstrac¸a˜o e´ feita utilizando os resul-
tados demonstrados por Ernst e Sumners [15], onde em [10], Jones, assume que o tangle
s´ıtio parental P = 〈0〉 e o tangle recombinante R = 〈±1〉. O conhecimento da topologia
do substrato e do produto e´ enta˜o usado para calcular os polinoˆmios de Jones de outros
produtos. Isto contrasta com o me´todo tangle, em que resolvemos as equac¸o˜es para obter
informac¸o˜es sobre os tangles Ob, P e R.
5.3 Ca´lculo das Equac¸o˜es Tangle para o Modelo Re-
solvase Tn3
Nesta sec¸a˜o, apresentamos o procedimento descrito em [14]-[15] para se calcular as
soluc¸o˜es das equac¸o˜es tangle nos experimentos de enzimologia topolo´gica. Calculamos as
equac¸o˜es do substrato e do produto, que esta˜o associadas aos resultados obtidos atrave´s
do modelo de recombinac¸a˜o processiva resolvase com s´ıtios repetidos diretamente.
Em [15]-[17], foi provado que, dadas as evideˆncias experimentais ou limitando as
hipo´teses corretas de menor evideˆncia experimental, as equac¸o˜es tangle surgiram dos
experimentos com recombinac¸a˜o processiva possuindo soluc¸o˜es u´nicas para o mecanismo
enzima´tico e para a estrutura do complexo sina´ptico. Estas soluc¸o˜es u´nicas sa˜o tangles
racionais que podem ser obtidos atrave´s dos ca´lculos das equac¸o˜es tangle racionais.
Todo mecanismo enzima´tico e toda estrutura do complexo sina´ptico e´ apresentado
na linguagem de tangles racionais e das tranc¸as de 4 fios (4-plats). Simplificando as
hipo´teses biolo´gicas (Subsec¸a˜o 5.2.2) para se calcular as equac¸o˜es tangle associadas ao
sistema resolvase, temos:
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1. O substrato e´ um No´ trivial ;
2. O tangle s´ıtio parental P e´ o tangle zero, 0− tangle, e o tangle externo O e´ racional,
isto e´, o numerador da soma dos tangles racionais Of e Ob;
3. O tangle recombinante R e´ do tipo 〈+1〉;
4. Todos os produtos resultantes da recombinac¸a˜o sa˜o tranc¸as de 4 fios, onde os treˆs
primeiros produtos possuem ate´ nove cruzamentos;
5. Na recombinac¸a˜o com s´ıtios repetidos diretamente, os produtos sa˜o sequeˆncias que
se alternam entre Catenanes e No´s. Para rodadas ı´mpares resultam Catenanes e
para as rodadas pares resultam No´s;
6. Na recombinac¸a˜o com s´ıtios repetidos inversamente, os produtos sa˜o sequeˆncias de
No´s.
Mostramos a seguir, passo a passo, como obter as projec¸o˜es planares das rodadas de
recombinac¸a˜o, representando os tipos de No´s ou Catenanes que caracterizam os produtos
resultantes encontrados nos experimentos laboratoriais.
1o Passo) Denote o substrato por O e rodadas de recombinac¸a˜o por Kn, sendo n o
nu´mero de rodadas. Exemplo: K1, K2, K3, · · · , Kn.
2o Passo) Os ca´lculos das equac¸o˜es, equac¸a˜o (5.3), das quatro primeiras rodadas do
mecanismo de recombinac¸a˜o resolvase contendo s´ıtios com repetic¸o˜es diretas, e´ mostrado
a seguir.
N(Ob + nR) = Kn −→ equac¸a˜o do produto (5.3)
N( 1
[−3] + n[1]) = ([
3n−1
3
])
• Para n = 1, temos:
K1 −→ ([3×1−13 ]) = ([23 ]),
• Para n = 2, temos:
K2 −→ ([3×2−13 ]) = ([53 ]),
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• Para n = 3, temos:
K3 −→ ([3×3−13 ]) = ([83 ]),
• Para n = 4, temos:
K4 −→ ([3×4−13 ]) = ([113 ]),
3o Passo) As projec¸o˜es planares das quatro rodadas de recombinac¸a˜o do DNA, ini-
ciando de um substrato supertorcido trivial, esta˜o ilustradas atrave´s da Figura 5.8.
Figura 5.8: Quatro rodadas de recombinac¸a˜o processiva com repetic¸o˜es diretas.
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5.4 Concluso˜es
Os resultados obtidos por Ernest/Sumners e Wasserman/Cozzarelli nos experimentos
laboratoriais e demosntrados atrave´s do modelo tangle pela enzima resolvase Tn3 possibi-
litaram encontrar as soluc¸o˜es tanto sob as hipo´teses biolo´gicas como matema´ticas, tais
que as equac¸o˜es (5.1), (5.2) e (5.3) podem ser resolvidas em func¸a˜o dos tangles Ob e R
em um substrato trivial com recombinac¸o˜es processivas, descritas na Sec¸a˜o 5.3. Todavia,
existe um nu´mero muito grande (aleato´rio) de enzimas que na˜o agem da mesma forma que
a resolvase Tn3 [20]-[22]. Isto implica que as equac¸o˜es tangle possam apresentar infinitas
soluc¸o˜es, um fato a ser comprovado.
Enzimas, tais como as recombinases Xer na˜o agem processivamente [20]. Portanto
agindo em substratos triviais poduzindo um u´nico produto a Catenane N(4/1). Nesse
caso, existem somente duas equac¸o˜es para um nu´mero infinito de soluc¸o˜es.
N(U1 + P ) = No´ trivial N(U1 +R) = N(4/1).
Para outras recombinases, uma rodada de recombinac¸a˜o resultara´ em va´rios produtos,
levando tambe´m a um nu´mero infinito de soluc¸o˜es.
N(U1 + P ) = substrato N(U1 +R) = produto 1
N(U2 + P ) = substrato N(U2 +R) = produto 2
...
N(Un + P ) = substrato N(Un +R) = n produtos
Acreditamos que, com o entendimento dos resultados laboratoriais e com a ajuda da
modelagem matema´tica, a recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica, iniciando com organismos mais
simples, como por exemplo os bacterio´fagos, pode ser o primeiro passo para a compreensa˜o
do empacotamento celular. Desvendar o empacotamento celular na˜o e´ uma tarefa sim-
ples, pois pouco se sabe a respeito do processo biolo´gico inerente. Consequentemente,
propostas de modelos matema´ticos ficam bastante comprometidos. Os trabalhos reali-
zados, envolvendo modelos matema´ticos para o DNA, tiveram como base os sistemas
resolvase e integrase [8] e [9]. Apesar de na˜o estar claro os problemas que envolvem o
empacotamento, podemos afirmar seguramente que tais problemas esta˜o inseridos em treˆs
situac¸o˜es, quais sejam:
1. Dado o conhecimento topolo´gico do substrato e do produto, deduzir o mecanismo
enzima´tico.
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(Substrato) −→ (Ac¸a˜o enzima´tica) (?) −→ (Produto);
2. Dado o conhecimento topolo´gico do substrato e da ac¸a˜o enzima´tica, deduzir o pro-
duto.
(Substrato) −→ (Ac¸a˜o enzima´tica) −→ (Produto) (?);
3. Dado o conhecimento topolo´gico da ac¸a˜o enzima´tica e do produto, deduzir o subs-
trato.
(Substrato) (?) −→ (Ac¸a˜o enzima´tica) −→ (Produto).
Conclu´ımos, que o modelo tangle e´ suficientemente capaz para resolver as situac¸o˜es
1. e 2. sob a hipo´tese de um substrato trivial, demonstrados na Sec¸a˜o 5.3 atrave´s das
experieˆncias com resolvase Tn3 e integrase. Para a situac¸a˜o 3., e´ necessa´rio realizar mais
experieˆncias laboratoriais em sistemas de recombinac¸a˜o mais complexos, afim de reduzir
o nu´mero de soluc¸o˜es para o substrato uma vez que envolvem milhares de enzimas.
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Cap´ıtulo 6
Aplicac¸a˜o do Modelo Tangle e da
Descric¸a˜o Alge´brica na
Recombinac¸a˜o S´ıtio-Espec´ıfica de um
No´ Racional.
Neste cap´ıtulo apresentamos uma proposta para a aplicac¸a˜o de dois modelos matema´ticos
capazes de prever todos os produtos gerados atrave´s de todas as possibilidades de re-
combinac¸a˜o em s´ıtios-espec´ıficos com repetic¸o˜es inversas de um substrato na˜o trivial,
baseando-se nas experieˆncias realizadas com as enzimas resolvase Tn3 e integrase, de-
scritas nas Subsec¸o˜es 5.1.2 e 5.1.3 do Cap´ıtulo 5. Estes procedimentos fazem o uso da
descric¸a˜o alge´brica e do modelo tangle, descritos nos Cap´ıtulos 4 e 5 respectivamente, per-
mitindo uma determinac¸a˜o rigorosa da estrutura das mole´culas de DNA que formam No´s
e Catenanes. Tais procedimentos fazem parte das linhas de pesquisas apresentadas em [8],
[9], [14]-[17] e [23]-[26]. Cada grupo de pesquisadores, utilizou abordagens diferentes nas
ana´lises da recombinac¸a˜o do DNA. Nesta dissertac¸a˜o apresentamos cada uma dessas abor-
dagens de forma integrada, permitindo analisar o processo de recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica
atrave´s de va´rios aspectos matema´ticos, tais como: topolo´gicos, geome´tricos e alge´bricos,
possibilitando assim, a proposta de novos modelos matema´ticos para a recombinac¸a˜o do
DNA.
Mostramos atrave´s de exemplos, que e´ poss´ıvel determinar tanto no aspecto topolo´gico
(tipos de No´s ou Catenanes) quanto nos aspectos alge´bricos (frac¸o˜es cont´ınuas) e geome´tri-
cos (projec¸o˜es planares dos tipos de No´s e Catenanes) a estrutura correta dos produtos
resultantes das rodadas de recombinac¸a˜o.
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No processo de recombinac¸a˜o abordamos o seguinte caso: a gerac¸a˜o de uma se´rie de
cruzamentos do tipo (+) ou (-) ao longo de um segmento cont´ınuo do DNA que possui
s´ıtios com repetic¸o˜es inversas. Embora este caso na˜o tenha sido considerado em artigos
que versam sobre o problema em considerac¸a˜o, na˜o podemos descartar a hipo´tese de que
outras enzimas possam executar esse tipo de recombinac¸a˜o, devido a complexidade das
reac¸o˜es enzima´ticas. A possibilidade de recombinac¸a˜o que gera uma se´rie de cruzamentos
do tipo (+) ou (-) ao longo de um segmento cont´ınuo de DNA possuindo s´ıtios com
repetic¸o˜es diretas na˜o sera˜o consideradas nesta dissertac¸a˜o.
Primeiramente, na Sec¸a˜o 6.1 mostramos como se obtem um No´ racional de um tangle
racional qualquer e o chamaremos de No´ racional C. Na Subsec¸a˜o 6.1.1, mostramos como
o No´ racional C devera´ ser orientado para efetuarmos a recombinac¸a˜o. Na Sec¸a˜o 6.2,
mostramos como e´ feita a recombinac¸a˜o do No´ racional C. Nas Subsec¸o˜es 6.2.1 e 6.2.2,
definimos respectivamente, as duas possibilidades desse tipo de recombinac¸a˜o, isto e´, a
gerac¸a˜o de um cruzamento (+) ou um cruzamento (-) em cada rodada de recombinac¸a˜o,
atrave´s da aplicac¸a˜o de dois modelos matema´ticos: o modelo tangle e a descric¸a˜o alge´brica
para o No´ racional C via frac¸o˜es cont´ınuas. Finalmente, na Sec¸a˜o 6.3 apresentamos as
concluso˜es deste cap´ıtulo.
6.1 O Invariante Topolo´gico de um Tangle Racional
Nesta sec¸a˜o apresentamos os procedimentos para se obter o invariante topolo´gico, p
q
,
de um tangle racional. Posteriormente, aplicaremos a operac¸a˜o fechamento neste tangle
racional e o definiremos como o No´ racional C. Este No´ sera´ associado a um substrato S
onde sera˜o aplicadas todas as possibilidades de recombinac¸a˜o para este No´ racional.
Mostramos a seguir, passo-a-passo, os procedimentos usados para se obter: o invari-
ante topolo´gico de qualquer tangle racional e a classificac¸a˜o de um No´ racional.
Primeiro Passo: Considere como exemplo a projec¸a˜o planar do tangle racional T
(Figura 4.19 do Cap´ıtulo 4). Denominaremos o tangle resultante como sendo o tangle
racional A. Note que este tangle esta´ na forma torc¸a˜o, e que so´ e´ poss´ıvel obter seu invari-
ante topolo´gico quando estiver na forma canoˆnica. Portanto, temos que colocar o tangle
racional A na forma canoˆnica, como resultado teremos o tangle racional C. Isso pode ser
feito de dois modos:
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1o Modo) Executamos os movimentos isoto´picos hflip e vflip e a operac¸a˜o rotac¸a˜o
de T, T r, (Subsec¸o˜es 4.4.2 e 4.3.3 do Capitulo 4) no diagrama do tangle racional A ate´
deixa´-lo como um diagrama alternante (mı´nimo). Este diagrama alternante representa
a forma canoˆnica do tangle A que sera´ definido como o tangle racional C, da seguinte
maneira:
• hflip −→ flip horizontal, obtido pela rotac¸a˜o de 180◦ em torno de um eixo horizontal
no plano;
• vflip −→ flip vertical, obtido pela rotac¸a˜o de 180◦ em torno de um eixo vertical no
plano;
• r −→ rotac¸a˜o de T, obtido pela rotac¸a˜o de 90◦ sentido anti-hora´rio no plano.
Figura 6.1: Movimentos isoto´picos.
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Pore´m, encontrar a forma canoˆnica de um tangle racional executando apenas os movi-
mentos isoto´picos na˜o e´ o mais fa´cil, pois exige uma certa dose de intuic¸a˜o topolo´gica,
dificultando assim a ana´lise correta da estrutura do diagrama tangle. O mais via´vel e´ que
se fac¸a a ana´lise topolo´gica da estrutura de um diagrama e compara´-la a` sua descric¸a˜o
alge´brica, evitando dessa forma qualquer margem de erro.
2o Modo) Executamos os movimentos isoto´picos no diagrama do tangle racional A ate´
deixa´-lo na sua forma padra˜o, o tangle racional B (Figura 6.2). Fazemos a descric¸a˜o
alge´brica do tangle B com o objetivo de representa´-lo na sua forma canoˆnica (Figura 6.4),
tangle racional C, da seguinte maneira:
1o) Atrave´s dos movimentos isoto´picos ja´ ilustrados na Figura 6.1, transformamos o tan-
gle racional A, que esta´ na forma torc¸a˜o, em um tangle racional B, que esta´ na forma
padra˜o, (Figura 6.2.).
Figura 6.2: Movimentos isotopias.
2o) Da Subsec¸a˜o 4.4.3, Cap´ıtulo 4, temos que qualquer diagrama tangle racional T pode
ser descrito como:
T = ((([an] ∗ 1
[an−1]
) + [an−2]) ∗ · · · ∗ 1
[a2]
) + [a1], n ∈ Z. (6.1)
Representamos o diagrama do tangle B (Figura 6.3) atrave´s de sua expressa˜o alge´brica,
onde:
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• As torc¸o˜es horizontais sa˜o representadas pelos tangles inteiros [a], [c] e [e];
• As torc¸o˜es verticais sa˜o representadas pelos tangles verticais 1
[b]
e 1
[d]
.
Figura 6.3: Tangle B.
Enta˜o, substituindo os tangles referentes a`s torc¸o˜es da esquerda para a direita no diagrama
do tangle racional B na equac¸a˜o (6.1), obtemos a sua expressa˜o alge´brica na forma padra˜o:
B = (((([e] ∗ 1
[d]
) + [c]) ∗ 1
[b]
) + [a]) −→ B = (((([3] ∗ 1
[3]
) + [−1]) ∗ 1
[−4]) + [2]).
3o) Da Subsec¸a˜o 4.4.4, Cap´ıtulo 4, temos que o diagrama do tangle racional T pode ser
associado a um vetor de inteiros. Esta associac¸a˜o e´ feita iniciando sempre da direita para
a esquerda da seguinte forma:
T = ((([an] ∗ 1
[an−1]
) + [an−2]) ∗ · · · ∗ 1
[a2]
) + [a1] −→ T = (a1, a2, a3, . . . , an). (6.2)
Enta˜o, substituindo os tangles inteiros e verticais do tangle B na equac¸a˜o (6.2), temos:
B = (((([e] ∗ 1
[d]
) + [c]) ∗ 1
[b]
) + [a]) −→ B = (a, b, c, d, e).
4o) Da Definic¸a˜o 4.4.6 da Subsec¸a˜o 4.4.4, Cap´ıtulo 4, temos que uma frac¸a˜o cont´ınua de
tangles inteiros e´ a descric¸a˜o alge´brica dos tangles racionais via a construc¸a˜o de frac¸o˜es
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cont´ınuas:
T = [[a1], [a2], . . . , [an]] := [a1] +
1
[a2] + · · ·+ 1[an−1]+ 1[an]
. (6.3)
Portanto, representamos a descric¸a˜o alge´brica do diagrama tangle racional B substituindo
os valores dos tangles inteiros e verticais na equac¸a˜o (6.3), da seguinte maneira:
B = [[2], [−4], [−1], [3], [3]] −→ B = [2] + 1
[−4] + 1
[−1]+ 1
[3]+ 1
[3]
.
Note que o tangle racional B ainda na˜o esta´ na sua forma canoˆnica, pois os inteiros
do vetor possuem sinais diferentes.
5o) Obtemos a forma canoˆnica do tangle racional B, da seguinte forma:
(i) Do Lema 4.5.1 (Cap´ıtulo 4), temos que toda frac¸a˜o cont´ınua pode ser transformada
em uma u´nica forma canoˆnica, onde a frac¸a˜o de T e´ um nu´mero racional:
T = [[a1], [a2], . . . , [an]] = [
p
q
].
F (T ) := [a1] +
1
[a2] + · · ·+ 1[an−1]+ 1[an]
= [a1, a2, . . . , an]. (6.4)
Enta˜o, substituindo os valores do tangle B em (6.4), temos:
B = [2,−4,−1, 3, 3] = 2 + 1−4 + 1−1+ 1
3+13
= 2 +
1
−4 + 1−1+ 19+1
3
= 2 +
1
−4 + 1−1+ 110
3
= 2 +
1
−4 + 1−1+ 3
10
= 2 +
1
−4 + 1−10+3
10
= 2 +
1
−4 + 1−7
10
= 2 +
1
−4− 10
7
= 2 +
1
−38
7
=
69
38
.
Portanto,
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B = [2,−4,−1, 3, 3] = 69
38
−→ F (B) = 69
38
. (6.5)
(ii) Atrave´s da frac¸a˜o do tangle B, (6.5), determinamos o seu vetor canoˆnico, definido
como o tangle racional C :
69
38
= 1 +
31
38
= 1 +
1
38
31
= 1 +
1
1 + 7
31
= 1 +
1
1 + 131
7
= 1 +
1
1 + 1
4+ 3
7
= 1 +
1
1 + 1
4+ 17
3
= 1 +
1
1 + 1
4+ 1
2+13
−→ [1] + 1
[1] + 1
[4]+ 1
[2]+ 1
[3]
= [[1], [1], [4], [2], [3]].
Portanto,
F (B) =
69
38
= [[1], [1], [4], [2], [3]] −→ C = [[1], [1], [4], [2], [3]].
(iii) Repesentamos a expressa˜o alge´brica do tangle racional C atrave´s do vetor canoˆnico
C = [[1], [1], [4], [2], [3]], onde sempre o u´ltimo inteiro do vetor sera´ o primeiro inteiro
na expressa˜o:
C = (((([e] ∗ 1
[d]
) + [c]) ∗ 1
[b]
) + [a]) −→ C = (((([3] ∗ 1
[2]
) + [4]) ∗ 1
[1]
) + [1]).
(iv) Representamos a projec¸a˜o planar do diagrama tangle racional C (Figura 6.4) atrave´s
da sua expressa˜o alge´brica:
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Figura 6.4: Tangle racional C.
Com o vetor canoˆnico do tangle racional C podemos seguramente representar a sua
projec¸a˜o planar.
Segundo passo: Obtemos o invariante topolo´gico do tangle racional C, da seguinte
maneira:
• Pelo Teorema de Conway (Teorema 4.4.1, Cap´ıtulo 4), temos que dois tangles
racionais sa˜o isoto´picos se, e somente se, eles possuem a mesma frac¸a˜o. Dessa
forma, temos que:
(i) A frac¸a˜o do tangle racional B −→ F (B) = 69
38
.
(ii) A frac¸a˜o do tangle racional C −→ F (B) = 69
38
.
Logo, B e C sa˜o tangles racionais isoto´picos pelo Teorema 4.4.1.
• Pela conjunto de resultados (Observac¸a˜o 4.5.1, Cap´ıtulo 4), o nu´mero racional da
frac¸a˜o na forma canoˆnica p
q
e´ um invariante topolo´gico. Portanto, F (C) = 69
38
e´ o
invariante topolo´gico do tangle racional C.
Atrave´s dos dois primeiros passos, conclu´ımos que tanto topologicamente quanto al-
gebricamente os tangles A,B e C sa˜o isoto´picos (Figura 6.5), ou seja, sa˜o equivalentes
topologicamente, e que a forma canoˆnica do tangle racional C e´ u´nica, isto e´, o tangle
racional C possui um nu´mero mı´nimo de cruzamentos que e´ caracterizado pelo seu in-
variante topolo´gico p
q
= 69
38
.
112
Cap´ıtulo 6. Aplicac¸a˜o do Modelo Tangle e da Descric¸a˜o Alge´brica na Recombinac¸a˜o
S´ıtio-Espec´ıfica de um No´ Racional.
Figura 6.5: Os tangles A, B e C sa˜o isoto´picos.
Terceiro passo: Aplicamos a operac¸a˜o numerador no tangle racional C para classifica´-
lo como o No´ racional C, da seguinte maneira:
1o) Da Subsec¸a˜o 4.3.4 (Cap´ıtulo 4), temos que os No´s racionais sa˜o classificados atrave´s
da operac¸a˜o fechamento (numerador ou denominador) de tangles racionais;
2o) Do Colora´rio 4.3.2 (Cap´ıtulo 4), temos que os No´s racionais sa˜o alternantes, desde
que eles possuam um diagrama que e´ o fechamento de um tangle racional alternante;
3o) Aplicando a operac¸a˜o numerador no tangle racional C obtemos o No´ racional C,
ilustrado na Figura 6.6.
Figura 6.6: O Numerador do tangle racional C, o No´ racional O.
Como o tangle racional C esta´ na forma canoˆnica, ou seja e´ um diagrama alternante,
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temos que o No´ racional C classificado pelo numerador do tangle racional C tambe´m e´
alternante.
Atrave´s dos procedimentos usados nos treˆs passos anteriores, a partir de agora defin-
imos o No´ racional C como sendo o substrato S na˜o trivial da mole´cula de DNA que
recombinaremos considerando todas as possibilidades de recombinac¸a˜o.
6.1.1 A orientac¸a˜o do substrato na˜o trivial S
Nesta subsec¸a˜o mostramos como deve ser feita a orientac¸a˜o do substrato S na˜o trivial
da mole´cula de DNA na modelagem da recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica. A aplicac¸a˜o desta
modelagem requer orientac¸o˜es espec´ıficas no substrato. Nos dois modelos matema´ticos em
que aplicaremos a recombinac¸a˜o s´ıtio-espec´ıfica no substrato S, consideramos a orientac¸a˜o
do substrato S da seguinte forma:
1o) Orientamos o No´ racional C para obtermos a orientac¸a˜o global do substrato, com
o objetivo de definir se os s´ıtios sa˜o: s´ıtios com repetic¸o˜es diretas (RD) ou inversas
(RI), ilustrados na Figura 6.7;
Figura 6.7: No´ orientado, RI, RD.
2o) Apo´s a definic¸a˜o dos s´ıtios, desconsideramos a orientac¸a˜o do No´ e seguimos a ori-
entac¸a˜o dos tangles {Of , Ob, P , e R} contidos no No´ racional C. Por exemplo, para
tais tangles desejamos seguir a mesma orientac¸a˜o do tangle ilustrado na Figura 6.8.
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Figura 6.8: Tangle orientado.
Concluindo, usaremos o No´ racional C, definido como o substrato S na˜o trivial de uma
mole´cula de DNA supertorcido no qual sera´ realizada a recombinac¸a˜o. Visualizaremos este
substrato S como um No´ racional orientado somente para compara´-lo a`s recombinac¸o˜es
obtidas em experieˆncias laboratoriais afim de definirmos os s´ıtios repetidos diretamente
ou inversamente, atrave´s dos movimentos: global e local. Pore´m, quando aplicamos os
modelos matema´ticos (modelo tangle e descric¸a˜o alge´brica) para determinar os invariantes
topolo´gicos dos produtos da recombinac¸a˜o, estamos supondo que os s´ıtios se comportam
como um No´ racional na˜o orientado, seguindo apenas a orientac¸a˜o do tangle especificado
na Figura 6.8.
6.2 Recombinac¸a˜o de um No´ Racional na˜o Trivial,
com S´ıtios Repetidos Inversamente
Nesta sec¸a˜o apresentamos o mecanismo de recombinac¸a˜o do No´ racional C que ocorre
em s´ıtios repetidos inversamente. Esse evento de recombinac¸a˜o ocorre quando as recom-
binases, enzimas que catalisam o processo, reconhecem sequ¨eˆncias curtas espec´ıficas em
ambos os s´ıtios de recombinac¸a˜o e executam a troca rec´ıproca entre os s´ıtios, que por sua
vez sa˜o reconhecidos pelas recombinases, podendo gerar cruzamentos (+) ou cruzamentos
(-) ao longo de um segmento cont´ınuo do DNA, como poderemos observar nos modelos
de recombinac¸o˜es que sera˜o apresentados nas Subsec¸o˜es 6.3.1 e 6.3.2, respectivamente.
Os modelos tangle e descric¸a˜o alge´brica a serem utilizados esta˜o baseados nas ex-
perieˆncias de recombinac¸a˜o realizadas em plasmı´deos [8] e [9], mole´culas de DNAs cir-
culares duplex da forma plectoneˆnimca que possui supertorc¸o˜es negativas com sentido
direito, mediada pelas enzimas resolvase Tn3 in vitro e integrase, descritos nas Subsec¸o˜es
5.1.2 e 5.1.3 do Cap´ıtulo 5, respectivamente. Nesse tipo de recombinac¸a˜o, as enzimas
agem quase sempre em s´ıtios repetidos diretamente ou em s´ıtios repetidos inversamente.
Nas Subsec¸o˜es 6.2.1 e 6.2.2 respectivamente, apresentamos as propostas da aplicac¸a˜o
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dos modelos matema´ticos, modelo tangle e frac¸o˜es cont´ınuas, capazes de prever os produ-
tos resultantes das recombinac¸o˜es em s´ıtios com repetic¸o˜es inversas, gerando cruzamentos
(+) ou (-), ao longo de um segmento cont´ınuo de um No´ racional na˜o trivial em um
contexto ate´ onde e´ de nosso conhecimento na˜o considerado anteriormente na literatura
cient´ıfica . Analizaremos os resultados obtidos das quatro primeiras rodadas de recom-
binac¸a˜o considerando os apectos topolo´gicos, geome´tricos e alge´bricos. Este procedimento
pode ser generalizado para qualquer processo de recombinac¸a˜o que gere uma se´rie de cruza-
mentos (+) ou (-) ao longo de um segmento cont´ınuo de um No´ racional de DNA, com
s´ıtio repetidos inversamente.
6.2.1 Recombinac¸a˜o gerando um cruzamento (+) em cada ro-
dada da recombinac¸a˜o
Nesta subsec¸a˜o mostramos como determinar os invariantes topolo´gicos dos produtos
resultantes das quatro primeiras rodadas de recombinac¸a˜o do No´ racional C, ocorrendo
em s´ıtios repetidos inversamente, gerando um cruzamento (+) em cada rodada. Posteri-
ormente, comentamos sobre esses resultados.
Para se determinar os invariantes topolo´gicos, que caracterizam os tipos de No´s de cada
produto, utilizaremos a aplicac¸a˜o dos dois modelos matema´ticos: a descric¸a˜o alge´brica via
frac¸o˜es cont´ınuas e o modelo tangle. Nestes modelos aplicaremos os conceitos e definic¸o˜es
descritos nos Cap´ıtulos 4 e 5, respectivamente.
Primeiramente, considere como substrato o No´ racional C na˜o trivial, definido como
S ; e para os produtos resultantes dessa recombinac¸a˜o definimos K1, K2, K3, e K4 como
sendo, respectivamente, a primeira, a segunda, a terceira e a quarta rodadas de recom-
binac¸a˜o. Em seguida, determinamos os invariantes topolo´gicos e as projec¸o˜es planares
para K1, K2, K3, e K4 com apenas o conhecimento das projec¸o˜es planares do substrato,
da pre´-recombinac¸a˜o e da primeira rodada de recombinac¸a˜o, utilizando a aplicac¸a˜o do
modelo tangle e da descric¸a˜o alge´brica via frac¸o˜es cont´ınuas;
Modelo Tangle
1o) Para determinarmos os invariantes topolo´gicos e as projec¸o˜es planares para K1,K2,K3
eK4 com apenas o conhecimento das projec¸o˜es planares do substrato, da pre´-recombinac¸a˜o
e da primeira rodada de recombinac¸a˜o, conforme ilustra as Figuras 6.9, 6.10 e 6.11, e´
necessa´rio que se fac¸a as seguintes considerac¸o˜es:
116
Cap´ıtulo 6. Aplicac¸a˜o do Modelo Tangle e da Descric¸a˜o Alge´brica na Recombinac¸a˜o
S´ıtio-Espec´ıfica de um No´ Racional.
1a) Para o substrato S (Figura 6.9), temos:
• S e´ o No´ racional C ;
• A orientac¸a˜o do No´ racional C e´ feita apenas para a localizac¸a˜o e a definic¸a˜o
dos s´ıtios (s´ıtios com repetic¸o˜es diretas ou inversas);
• Apo´s a definic¸a˜o dos s´ıtios, consideramos apenas a orientac¸a˜o do tangle racional
O, ilustrado na Figura 6.6 da Subsec¸a˜o 6.1.1;
Figura 6.9: Projec¸a˜o planar do substrato.
2a) Para a pre´-recombinac¸a˜o (Figura 6.10), temos:
• Os tangles racionais Ob e P esta˜o contidos no tangle racional O, atrave´s da
operac¸a˜o numerador e das operac¸o˜es da adic¸a˜o e da multiplicac¸a˜o dos tangles
[a], [b], [c], [d] e [e];
• O tangle Ob representa a parte da mole´cula de DNA que na˜o sera´ alterada em
qualquer rodada da recombinac¸a˜o;
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• O tangle P representa a enzima atada ao DNA, onde ocorrera´ a troca de seg-
mento;
• Modelamos o tangle P como sendo o tangle racional trivial zero, portanto
P = 0;
Figura 6.10: Projec¸a˜o planar da pre´-recombinac¸a˜o.
3a) Para a primeira rodada de recombinac¸a˜o, K1 (Figura 6.11), temos:
• Os tangles racionais Ob e R esta˜o contidos no tangle racional O, atrave´s da
operac¸a˜o numerador e das operac¸o˜es da adic¸a˜o e da multiplicac¸a˜o dos tangles
[a], [b], [c], [d] e [e];
• O tangle R representa o cruzamento (+) que foi gerado pela troca de segmento,
isto e´, o tangle P foi deletado e substitu´ıdo pelo tangle R;
• Modelamos o tangle R como sendo o tangle racional inteiro com um cruza-
mento horizontal positivo [1], portanto R = 1;
• Consideramos este sistema de recombinac¸a˜o como sendo um sistema de re-
combinac¸a˜o processiva, no qual modelamos a substituic¸a˜o do tangle R por nR
e assumimos que esta variac¸a˜o esteja ocorrendo sempre no mesmo local do
substrato S.
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Figura 6.11: Projec¸a˜o planar da primeira recombinac¸a˜o.
Uma vez estabelecidas as considerac¸o˜es necessa´rias para aplicarmos o modelo tangle,
mostramos como determinar os invariantes topolo´gicos e as projec¸o˜es planares para K1,
K2, K3 e K4.
1o) Calculamos os invariantes topolo´gicos para K1, K2, K3, e K4, da seguinte
maneira:
(i) Atrave´s das Figuras 6.10 e 6.11, obtemos as seguintes equac¸o˜es:
Equac¸a˜o do substrato: N(Ob + P ) = substrato (6.6)
Equac¸a˜o do produto: N(Ob +R) = produto (6.7)
Equac¸a˜o para n rodadas de recombinac¸a˜o: N(Ob+nR) = Kn (6.8)
(ii) Atrave´s da Figura 6.11, temos que a configurac¸a˜o do tangle racional Ob e´ igual a`s
configurac¸o˜es dos tangles racionais O e C. Portanto, o tangle Ob assume os mesmos valores
de [a], [b], [c], [d] e [e] descritos no tangle C, Sec¸a˜o 6.1. Enta˜o, o invariante topolo´gico do
tangle Ob sera´ igual aos invariantes topolo´gicos dos tangles O e C, respectivamente:
F (Ob) = F (O) = F (C) =
p
q
=
69
38
.
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Portanto,
N [(Ob)] = N [(O)] = N [(C)] = N [
p
q
] = [
69
38
].
(iii) Substituindo os valores dos tangles Ob, P e R nas equac¸o˜es (6.6) e (6.8), temos:
• N(Ob + P ) = substrato −→ N([6938 ] + [0]) = ([6938 ]);
• N(Ob + nR) = Kn −→ N([6938 ] + n[1]) = Kn
(iv)Atrave´s da equac¸a˜o (6.8), encontramos os invariantes topolo´gicos das quatro primeiras
rodadas de recombinac¸a˜o da seguinte maneira:
• Para n = 1, temos:
K1 −→ ([6938 ] + 1[1]) = ([10738 ]).
• Para n = 2, temos:
K2 −→ ([6938 ] + 2[1]) = ([14538 ]).
• Para n = 3, temos:
K3 −→ ([6938 ] + 3[1]) = ([18338 ]).
• Para n = 4, temos:
K4 −→ ([6938 ] + 4[1]) = ([22138 ]).
Note que e´ poss´ıvel determinar os invariantes topolo´gicos (a estrutura topolo´gica)
para qualquer rodada de recombinac¸a˜o sem precisar saber das rodadas anteriores. Para
determinar as projec¸o˜es planares, que representam os produtos desta recombinac¸a˜o, ter-
emos que desenhar uma-a-uma. Isso dificulta a visualizac¸a˜o dessas projec¸o˜es topologicas.
Ate´ onde e´ de nosso conhecimento, na literatura cient´ıfica estes invariantes topolo´gicos
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(frac¸o˜es) sa˜o representados pela construc¸a˜o das tranc¸as de 4 fios (4-plats), No´s racionais,
pore´m ainda na˜o temos o conhecimento de como isso e´ feito.
Nesta dissertac¸a˜o utilizaremos as frac¸o˜es cont´ınuas, garantindo dessa forma a deter-
minac¸a˜o das projec¸o˜es planares para qualquer rodada de recombinac¸a˜o. Na˜o temos o
conhecimento de que isto tenha sido feito anteriormente.
2o) Determinamos as projec¸o˜es planares para K1,K2,K3, e K4, (formato topolo´-
gicos), da seguinte forma:
(i) Calculamos as frac¸o˜es cont´ınuas de K1, K2, K3, e K4 usando o algoritmo de Euclides
(Sec¸a˜o 4.5, Cap´ıtulo 4):
• Para K1, temos:
K1 =
107
38
= 2 +
31
38
= 2 +
1
38
31
= 2 +
1
1 + 7
31
= 2 +
1
1 + 131
7
= 2 +
1
1 + 1
4+ 3
7
= 2 +
1
1 + 1
4+ 17
3
= 2 +
1
1 + 1
4+ 1
2+13
.
Portanto, K1 =
107
38
= [2] +
1
[1] + 1
[4]+ 1
[2]+ 1
[3]
= [[2], [1], [4], [2], [3]].
• Para K2, temos:
K2 =
145
38
= 3 +
31
38
= 3 +
1
38
31
= 3 +
1
1 + 7
31
= 3 +
1
1 + 131
7
= 3 +
1
1 + 1
4+ 3
7
= 3 +
1
1 + 1
4+ 17
3
= 3 +
1
1 + 1
4+ 1
2+13
.
Portanto, K2 =
145
38
= [3] +
1
[1] + 1
[4]+ 1
[2]+ 1
[3]
= [[3], [1], [4], [2], [3]].
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• Para K3, temos:
K3 =
183
38
= 4 +
31
38
= 4 +
1
38
31
= 4 +
1
1 + 7
31
= 4 +
1
1 + 131
7
= 4 +
1
1 + 1
4+ 3
7
= 4 +
1
1 + 1
4+ 17
3
= 4 +
1
1 + 1
4+ 1
2+13
,
Portanto, K3 =
183
38
= [4] +
1
[1] + 1
[4]+ 1
[2]+ 1
[3]
= [[4], [1], [4], [2], [3]].
• Para K4, temos:
K4 =
221
38
= 5 +
31
38
= 5 +
1
38
31
= 5 +
1
1 + 7
31
= 5 +
1
1 + 131
7
= 5 +
1
1 + 1
4+ 3
7
= 5 +
1
1 + 1
4+ 17
3
= 5 +
1
1 + 1
4+ 1
2+13
,
Portanto, K4 =
221
38
= [5] +
1
[1] + 1
[4]+ 1
[2]+ 1
[3]
= [[5], [1], [4], [2], [3]].
(ii) Fazemos a descric¸a˜o alge´brica paraK1, K2, K3, e K4, atrave´s de suas frac¸o˜es cont´ınuas:
• Para K1, temos:
K1 = [[2], [1], [4], [2], [3]] = (((([3] ∗ 1
[2]
) + [4]) ∗ 1
[1]
) + [2]).
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• Para K2, temos:
K2 = [[3], [1], [4], [2], [3]] = (((([3] ∗ 1
[2]
) + [4]) ∗ 1
[1]
) + [3]).
• Para K3, temos:
K3 = [[4], [1], [4], [2], [3]] = (((([3] ∗ 1
[2]
) + [4]) ∗ 1
[1]
) + [4]).
• Para K4, temos:
K4 = [[5], [1], [4], [2], [3]] = (((([3] ∗ 1
[2]
) + [4]) ∗ 1
[1]
) + [5]).
(iii) Atrave´s da expressa˜o alge´brica e do vetor canoˆnico para cada rodada de recombinac¸a˜o
K1, K2, K3, e K4, representamos as suas projec¸o˜es planares da seguinte forma:
(a) Cada valor da expressa˜o alge´brica e seu respectivo vetor canoˆnico, [[a],[b],[c],[d],[e]],
representam as torc¸o˜es horizontais e verticais intercaladas do tangle racional O para
K1, K2, K3, e K4, o tangle inteiro [a] representa o te´rmino das torc¸o˜es e o tangle
inteiro [e] representa o in´ıcio das torc¸o˜es;
O = [[a], [b], [c], [d], [e]]] = (((([e] ∗ 1
[d]
) + [c]) ∗ 1
[b]
) + [a]).
(b) Fazemos as projec¸o˜es planares de cada rodada de recombinac¸a˜o, iniciando com o
tangle [e] e terminando com o tangle [a], tomando seu numerador. Esse processo
representa a forma geome´trica para cada rodada de recombinac¸a˜o.
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Descric¸a˜o Alge´brica via Frac¸o˜es Cont´ınuas
1o) Calculamos os invariantes topolo´gicos para K1, K2, K3, e K4, da seguinte
maneira:
Figura 6.12: Projec¸o˜es planares do substrato, da pre´-recombinac¸a˜o.
(i) Atrave´s da Figura 6.12, estabelecemos o local onde ocorrera´ a reac¸a˜o enzima´tica,
definido como tangle [a]. O local do tangle [a] e´ o u´nico local na mole´cula de DNA que
estara´ sofrendo alterac¸o˜es;
(ii) Do tangle racional O, temos:
O = [[a], [b], [c], [d], [e]]] = (((([e] ∗ 1
[d]
) + [c]) ∗ 1
[b]
) + [a])
O = [[1], [1], [4], [2], [3]] = (((([3] ∗ 1
[2]
) + [4]) ∗ 1
[1]
) + [1]);
(iii) Em cada rodada de recombinac¸a˜o temos a gerac¸a˜o de um cruzamento (+). Enta˜o
para n rodadas de recombinac¸a˜o teremos a substituic¸a˜o do tangle [a] por um tangle [a+n];
(iv) Tanto no substrato quanto na pre´-recombinac¸a˜o, temos que [a]=[1] (Figura 6.12).
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Portanto, determinamos o vetor canoˆnico e a expressa˜o alge´brica para K1, K2, K3, e K4,
da seguinte maneira:
• Para K1, temos:
K1 = [[2], [1], [4], [2], [3]] = (((([3] ∗ 1
[2]
) + [4]) ∗ 1
[1]
) + [2]).
• Para K2, temos:
K2 = [[3], [1], [4], [2], [3]] = (((([3] ∗ 1
[2]
) + [4]) ∗ 1
[1]
) + [3]).
• Para K3, temos:
K3 = [[4], [1], [4], [2], [3]] = (((([3] ∗ 1
[2]
) + [4]) ∗ 1
[1]
) + [4]).
• Para K4, temos:
K4 = [[5], [1], [4], [2], [3]] = (((([3] ∗ 1
[2]
) + [4]) ∗ 1
[1]
) + [5]).
(v) Escrevemos cada vetor canoˆnico na forma de sua frac¸a˜o cont´ınua, para encontrarmos
os correspondentes invariantes topolo´gicos de K1, K2, K3, e K4:
• Para K1, temos:
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K1 = [[2], [1], [4], [2], [3]] = [2] +
1
[1] + 1
[4]+ 1
[2]+ 1
[3]
K1 = [2, 1, 4, 2, 3] = 2 +
1
1 + 1
4+ 1
2+13
= 2 +
1
1 + 1
4+ 17
3
= 2 +
1
1 + 1
4+ 3
7
= 2 +
1
1 + 131
7
= 2 +
1
1 + 7
31
= 2 +
1
38
31
= 2 +
31
38
=
107
38
.
Portanto, K1 =
107
38
.
• Para K2, temos:
K2 = [[3], [1], [4], [2], [3]] = [3] +
1
[1] + 1
[4]+ 1
[2]+ 1
[3]
K2 = [3, 1, 4, 2, 3] = 3 +
1
1 + 1
4+ 1
2+13
= 3 +
31
38
=
145
38
.
Portanto, K2 =
145
38
.
• Para K3, temos:
127
Cap´ıtulo 6. Aplicac¸a˜o do Modelo Tangle e da Descric¸a˜o Alge´brica na Recombinac¸a˜o
S´ıtio-Espec´ıfica de um No´ Racional.
K3 = [[4], [1], [4], [2], [3]] = [4] +
1
[1] + 1
[4]+ 1
[2]+ 1
[3]
K3 = [4, 1, 4, 2, 3] = 4 +
1
1 + 1
4+ 1
2+13
= 4 +
31
38
=
183
38
.
Portanto, K3 =
183
38
.
• Para K4, temos:
K4 = [[5], [1], [4], [2], [3]] = [5] +
1
[1] + 1
[4]+ 1
[2]+ 1
[3]
K4 = [5, 1, 4, 2, 3] = 5 +
1
1 + 1
4+ 1
2+13
= 5 +
31
38
=
221
38
.
Portanto, K4 =
221
38
.
2o) Determinamos as projec¸o˜es planares para K1, K2, K3, e K4 (formas topolo´gi-
cas), da seguinte forma:
Do passo 1o) relativo ao ca´lculo dos invariantes topolo´gicos, temos os vetores canoˆnicos
e suas respectivas expresso˜es alge´bricas no item (iv). Enta˜o determinamos as projec¸o˜es
planares para K1,K2,K3 e K4 igualmente apresentado no item (iii) relativo ao modelo
matema´tico anterior (modelo tangle).
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Nesta subsec¸a˜o observamos que, atrave´s da aplicac¸a˜o do modelo tangle, e´ poss´ıvel
determinar os invariantes topolo´gicos dos produtos resultantes de qualquer rodada de
recombinac¸a˜o de um substrato na˜o trivial com s´ıtios repetidos inversamente gerando uma
sequ¨eˆncia de cruzamentos positivos, conhecendo apenas as projec¸o˜es planares do subs-
trato, da pre´-recombinac¸a˜o e da primeira rodada de recombinac¸a˜o. Os tangles Ob, P e R
representam a sina´pse e a troca de fio no DNA. Desta forma, confirmamos que neste tipo
de recombinac¸a˜o, e´ poss´ıvel obter informac¸o˜es inerentes a qualquer produto resultante das
rodadas de recombinac¸a˜o, tendo apenas informac¸o˜es do substrato e da ac¸a˜o enzima´tica.
Comprovamos assim a eficieˆncia do modelo tangle.
Observamos ainda que, atrave´s da aplicac¸a˜o da descric¸a˜o alge´brica via frac¸o˜es cont´ınuas
nesta recombinac¸a˜o, e´ poss´ıvel determinar os invariantes topolo´gicos bem como as projec¸o˜es
planares para qualquer rodada de recombinac¸a˜o, tendo apenas o conhecimento do subs-
trato e da ac¸a˜o enzima´tica.
6.2.2 Recombinac¸a˜o gerando um cruzamento (-) em cada ro-
dada da recombinac¸a˜o
Nesta subsec¸a˜o mostramos como determinar os invariantes topolo´gicos dos produtos
resultantes das quatro primeiras rodadas de recombinac¸a˜o do No´ racional C, ocorrendo
em s´ıtios repetidos inversamente, gerando um cruzamento (-) em cada rodada. Posterior-
mente, comentamos sobre esses resultados.
Embora, o procedimento seja o mesmo que da Subsec¸a˜o 6.2.1, para o ca´lculo dos
invariantes topolo´gicos correspondentes aos produtos resultantes de cada rodada de re-
combinac¸a˜o do No´ racional na˜o trivial C e suas respectivas projec¸o˜es planares, algumas
deferenc¸as de interpretac¸a˜o ocorrera˜o.
Modelo Tangle
1o) Para determinarmos os invariantes topolo´gicos e as projec¸o˜es planares para K1,K2,K3
eK4 com apenas o conhecimento das projec¸o˜es planares do substrato, da pre´-recombinac¸a˜o
e da primeira rodada de recombinac¸a˜o, conforme ilustra as Figuras 6.13, 6.14 e 6.15, e´
necessa´rio que se fac¸a as seguintes considerac¸o˜es:
1a) Para o substrato S (Figura 6.13), temos:
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• S e´ o No´ racional C ;
• A orientac¸a˜o do No´ racional C e´ feita apenas para a localizac¸a˜o e a definic¸a˜o
dos s´ıtios (s´ıtios com repetic¸o˜es diretas ou inversas);
• Apo´s a definic¸a˜o dos s´ıtios, consideramos apenas a orientac¸a˜o do tangle racional
O, ilustrado na Figura 6.6 da Subsec¸a˜o 6.1.1;
Figura 6.13: Projec¸a˜o planar do substrato.
2a) Para a pre´-recombinac¸a˜o (Figura 6.14), temos:
• Os tangles racionais Ob e P esta˜o contidos no tangle racional O, atrave´s da
operac¸a˜o numerador e das operac¸o˜es da adic¸a˜o e da multiplicac¸a˜o dos tangles
[a], [b], [c], [d] e [e];
• O tangle Ob representa a parte da mole´cula de DNA que na˜o sera´ alterada em
qualquer rodada da recombinac¸a˜o;
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• O tangle P representa a enzima atada ao DNA, onde ocorrera´ a troca de seg-
mento;
• Modelamos o tangle P como sendo o tangle racional trivial zero, portanto
P = 0;
Figura 6.14: Pre´-recombinac¸a˜o.
3a) Para a primeira rodada de recombinac¸a˜o, K1 (Figura 6.15), temos:
• Os tangles racionais Ob e R esta˜o contidos no tangle racional O, atrave´s da
operac¸a˜o numerador e das operac¸o˜es da adic¸a˜o e da multiplicac¸a˜o dos tangles
[a], [b], [c], [d] e [e];
• O tangle R representa o cruzamento (-) gerado pela troca de segmento, isto e´,
o tangle P foi deletado e substitu´ıdo pelo tangle R;
• Modelamos o tangle R como sendo o tangle racional inteiro com um cruza-
mento horizontal negativo [−1], portanto R = −1;
• Consideramos este sistema de recombinac¸a˜o como sendo um sistema de recom-
binac¸a˜o processiva, isto e´, substitu´ımos o tangle R por nR e assumimos que
esta variac¸a˜o esteja ocorrendo sempre no mesmo local do substrato S.
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Figura 6.15: Projec¸a˜o planar da primeira recombinac¸a˜o.
Uma vez estabelecidas as considerac¸o˜es necessa´rias, mostramos como determinar os
invariantes topolo´gicos e as projec¸o˜es planares para K1, K2, K3 e K4, atrave´s do modelo
tangle e das frac¸o˜es cont´ınuas.
1o) Calculamos os invariantes topolo´gicos para K1, K2, K3, e K4, da seguinte
maneira:
(i) Atrave´s das Figuras 6.14 e 6.15, obtemos as seguintes equac¸o˜es:
Equac¸a˜o do substrato: N(Ob + P ) = substrato (6.9)
Equac¸a˜o do produto: N(Ob +R) = produto (6.10)
Equac¸a˜o para n rodadas de recombinac¸a˜o: N(Ob+nR) = Kn (6.11)
(ii) Atrave´s da Figura 6.15, temos que a configurac¸a˜o do tangle racional Ob e´ igual a`s
configurac¸o˜es dos tangles racionais O e C. Portanto, o tangle Ob assume os mesmos
valores de [a], [b], [c], [d] e [e] descritos no tangle racional C, Sec¸a˜o 6.1. Enta˜o, o invariante
topolo´gico do tangle racional Ob sera´ igual aos invariantes topolo´gicos dos tangles racionais
O e C, respectivamente:
F (Ob) = F (O) = F (C) =
p
q
=
69
38
.
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Portanto, N [(Ob)] = N [(O)] = N [(C)] = N [
p
q
] = [
69
38
].
(iii) Substituindo os valores dos tangles Ob, P e R nas equac¸o˜es (6.9) e (6.11), temos:
• N(Ob + P ) = substrato −→ N([6938 ] + [0]) = ([6938 ])
• N(Ob + nR) = Kn −→ N([6938 ] + n[−1]) = Kn;
(iv)Atrave´s da equac¸a˜o (6.11), encontramos os invariantes topolo´gicos das quatro primeiras
rodadas de recombinac¸a˜o da seguinte maneira:
• Para n = 1, temos:
K1 −→ ([6938 ] + 1[−1]) = ([3138 ]).
• Para n = 2, temos:
K2 −→ ([6938 ] + 2[−1]) = ([− 738 ]).
• Para n = 3, temos:
K3 −→ ([6938 ] + 3[−1]) = ([−4538 ]).
• Para n = 4, temos:
K4 −→ ([6938 ] + 4[−1]) = ([−8338 ]).
2o) Determinamos as projec¸o˜es planares para K1, K2, K3, e K4 (formas topolo´gicas),
da seguinte forma:
(i) Calculamos as frac¸o˜es cont´ınuas de K1, K2, K3, e K4, usando o algoritmo de Euclides
(Sec¸a˜o 4.5, Cap´ıtulo 4):
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• Para K1, temos:
K1 =
31
38
= 0 +
31
38
= 0 +
1
38
31
= 0 +
1
1 + 7
31
= 0 +
1
1 + 131
7
= 0 +
1
1 + 1
4+ 3
7
= 0 +
1
1 + 1
4+ 17
3
= 0 +
1
1 + 1
4+ 1
2+13
.
Portanto, K1 =
31
38
= [0] +
1
[1] + 1
[4]+ 1
[2]+ 1
[3]
= [[0], [1], [4], [2], [3]].
• Para K2, temos:
K2 = − 7
38
= −1 + 31
38
= −1 + 138
31
= −1 + 1
1 + 7
31
= −1 + 1
1 + 131
7
= −1 + 1
1 + 1
4+ 3
7
= −1 + 1
1 + 1
4+ 17
3
= −1 + 1
1 + 1
4+ 1
2+13
,
Portanto, K2 = − 7
38
= [−1] + 1
[1] + 1
[4]+ 1
[2]+ 1
[3]
= [[−1], [1], [4], [2], [3]].
• Para K3, temos:
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K3 = −45
38
= −2 + 31
38
= −2 + 138
31
= −2 + 1
1 + 7
31
= −2 + 1
1 + 131
7
= −2 + 1
1 + 1
4+ 3
7
= −2 + 1
1 + 1
4+ 17
3
= −2 + 1
1 + 1
4+ 1
2+13
,
Portanto, K3 = −45
38
= [−2] + 1
[1] + 1
[4]+ 1
[2]+ 1
[3]
= [[−2], [1], [4], [2], [3]].
• Para K4, temos:
K4 = −83
38
= −3 + 31
38
= −3 + 138
31
= −3 + 1
1 + 7
31
= −3 + 1
1 + 131
7
= −3 + 1
1 + 1
4+ 3
7
= −3 + 1
1 + 1
4+ 17
3
= −3 + 1
1 + 1
4+ 1
2+13
,
Portanto, K4 = −83
38
= [−3] + 1
[1] + 1
[4]+ 1
[2]+ 1
[3]
= [[−3], [1], [4], [2], [3]].
(ii) Fazemos a descric¸a˜o alge´brica paraK1, K2, K3, e K4, atrave´s de suas frac¸o˜es cont´ınuas:
• Para K1, temos:
K1 = [[0], [1], [4], [2], [3]] = (((([3] ∗ 1
[2]
) + [4]) ∗ 1
[1]
) + [0]).
• Para K2, temos:
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K2 = [[−1], [1], [4], [2], [3]] = (((([3] ∗ 1
[2]
) + [4]) ∗ 1
[1]
) + [−1]).
• Para K3, temos:
K3 = [[−2], [1], [4], [2], [3]] = (((([3] ∗ 1
[2]
) + [4]) ∗ 1
[1]
) + [−2]).
• Para K4, temos:
K4 = [[−3], [1], [4], [2], [3]] = (((([3] ∗ 1
[2]
) + [4]) ∗ 1
[1]
) + [−3]).
(iii) Atrave´s da expressa˜o alge´brica e do vetor canoˆnico para cada rodada de recombinac¸a˜o
K1, K2, K3, e K4, representamos as suas projec¸o˜es planares da seguinte forma:
(a) Cada valor da expressa˜o alge´brica e seu respectivo vetor canoˆnico, [[a],[b],[c],[d],[e]],
representa as torc¸o˜es horizontais e verticais intercaladas do tangle racional O para
K1, K2, K3, e K4. O tangle inteiro [a] representa o te´rmino das torc¸o˜es e o tangle
inteiro [e] representa o in´ıcio das torc¸o˜es;
O = [[a], [b], [c], [d], [e]]] = (((([e] ∗ 1
[d]
) + [c]) ∗ 1
[b]
) + [a]);
(b) Fazemos as projec¸o˜es planares de cada rodada de recombinac¸a˜o, iniciando com o
tangle [e] e terminando com o tangle [a], tomando seu numerador. Esse processo
representa a forma geome´trica para cada rodada de recombinac¸a˜o.
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Descric¸a˜o Alge´brica via Frac¸o˜es Cont´ınuas
1o) Calculamos os invariantes topolo´gicos para K1, K2, K3, e K4, da seguinte
maneira:
Figura 6.16: Projec¸o˜es planares do substrato e da pre´-recombinac¸a˜o.
(i) Atrave´s da Figura 6.16, estabelecemos o local onde ocorrera´ a reac¸a˜o enzima´tica,
definido como tangle [a]. O local do tangle [a] e´ a u´nica parte da mole´cula de DNA que
estara´ sofrendo variac¸o˜es;
(ii) Do tangle racional O, temos:
O = [[a], [b], [c], [d], [e]]] = (((([e] ∗ 1
[d]
) + [c]) ∗ 1
[b]
) + [a])
O = [[1], [1], [4], [2], [3]] = (((([3] ∗ 1
[2]
) + [4]) ∗ 1
[1]
) + [1]);
(iii) Em cada rodada de recombinac¸a˜o temos a gerac¸a˜o de um cruzamento (-). Enta˜o para
n rodadas de recombinac¸a˜o teremos a substituic¸a˜o do tangle [a] por um tangle [a+(−n)];
(iv) Tanto no substrato quanto na pre´-recombinac¸a˜o, temos que [a]=[1]. Portanto, en-
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contramos o vetor canoˆnico e a expressa˜o alge´brica para K1, K2, K3, e K4, da seguinte
maneira:
• Para K1, temos:
K1 = [[0], [1], [4], [2], [3]] = (((([3] ∗ 1
[2]
) + [4]) ∗ 1
[1]
) + [0]).
• Para K2, temos:
K2 = [[−1], [1], [4], [2], [3]] = (((([3] ∗ 1
[2]
) + [4]) ∗ 1
[1]
) + [−1]).
• Para K3, temos:
K3 = [[−2], [1], [4], [2], [3]] = (((([3] ∗ 1
[2]
) + [4]) ∗ 1
[1]
) + [−2]).
• Para K4, temos:
K4 = [[−3], [1], [4], [2], [3]] = (((([3] ∗ 1
[2]
) + [4]) ∗ 1
[1]
) + [−3]).
(v) Escrevemos cada vetor canoˆnico na forma de sua frac¸a˜o cont´ınua, com o objetivo de
encontrarmos os invariantes topolo´gicos de K1, K2, K3, e K4:
• Para K1, temos:
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K1 = [[0], [1], [4], [2], [3]] = [0] +
1
[1] + 1
[4]+ 1
[2]+ 1
[3]
K1 = [0, 1, 4, 2, 3] = 0 +
1
1 + 1
4+ 1
2+13
= 0 +
1
1 + 1
4+ 17
3
= 0 +
1
1 + 1
4+ 3
7
= 0 +
1
1 + 131
7
= 0 +
1
1 + 7
31
= 0 +
1
38
31
= 0 +
31
38
=
31
38
.
Portanto, K1 =
31
38
.
• Para K2, temos:
K2 = [[−1], [1], [4], [2], [3]] = [−1] + 1
[1] + 1
[4]+ 1
[2]+ 1
[3]
K2 = [−1, 1, 4, 2, 3] = −1 + 1
1 + 1
4+ 1
2+13
= −1 + 31
38
= − 7
38
.
Portanto, K2 = − 7
38
.
• Para K3, temos:
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K3 = [[−2], [1], [4], [2], [3]] = [−2] + 1
[1] + 1
[4]+ 1
[2]+ 1
[3]
K3 = [−2, 1, 4, 2, 3] = −2 + 1
1 + 1
4+ 1
2+13
= −2 + 31
38
= −45
38
.
Portanto, K3 = −45
38
.
• Para K4, temos:
K4 = [[−3], [1], [4], [2], [3]] = [−3] + 1
[1] + 1
[4]+ 1
[2]+ 1
[3]
K4 = [−3, 1, 4, 2, 3] = −3 + 1
1 + 1
4+ 1
2+13
= −3 + 31
38
= −83
38
.
Portanto, K4 = −83
38
.
2o) Determinamos as projec¸o˜es planares para K1, K2, K3, e K4 que correspon-
dem a`s suas formas topolo´gicas, da seguinte forma:
Do passo 1o) relativo ao ca´lculo dos invariantes topolo´gicos, temos os vetores canoˆnicos e
suas respectivas expresso˜es alge´bricas no item (iv). Com isso, determinamos as projec¸o˜es
planares para K1,K2,K3 e K4 igualmente apresentadas no item (iii) relativo ao modelo
matema´tico anterior (modelo tangle);
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(ii) Como as projec¸o˜es planares resultantes dos produtos das quatro rodadas de recom-
binac¸a˜o, com s´ıtios repetidos inversamente gerando um cruzamento (-) em cada rodada,
na˜o sa˜o diagramas alternantes. Portanto, devemos determinar os diagramas mı´nimos ex-
ecutando os movimentos isoto´picos nas projec¸o˜es planares de cada No´ racional (produto).
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6.3 Concluso˜es
Neste cap´ıtulo, apresentamos com detalhes, os procedimentos da aplicac¸a˜o de dois
modelos matema´ticos (modelo tangle e frac¸o˜es cont´ınuas) capazes de prever os produtos
resultantes de recombinac¸a˜o de No´s e Catenanes, com s´ıtios repetidos inversamente que
geram uma se´rie de cruzamentos (+) ou (-) ao longo de um segmento cont´ınuo de DNA.
Com a aplicac¸a˜o do modelo tangle, podemos determinar a estrutura topolo´gica de
qualquer produto resultante desta recombinac¸a˜o tendo apenas as informac¸o˜es sobre o
substrato e a ac¸a˜o enzima´tica. Comprovamos assim sua eficieˆncia, na recombinac¸a˜o de
um substrato trivial, com s´ıtios repetidos diretamente que geram uma se´rie de cruzamentos
(+) ao longo de um segmento cont´ınuo de DNA (Cap´ıtulo 4).
Com a aplicac¸a˜o da descric¸a˜o alge´brica via frac¸o˜es cont´ınuas obtivemos os mesmos
resultados, pore´m seguros quanto a determinac¸a˜o da estrutura topolo´gica, alge´brica e
geome´trica para qualquer rodada de recombinac¸a˜o tendo apenas o conhecimento do subs-
trato e da ac¸a˜o enzima´tica, em um contexto na˜o considerado anteriormente na literatura
cient´ıfica.
Conseguimos obter a estrutura topolo´gica, alge´brica e geome´trica para qualquer ro-
dada de recombinac¸a˜o de um substrato pertencente a` famı´lia plectoneˆmica, considerando
somente as informac¸o˜es do substrato e da ac¸a˜o enzima´tica obtidas em suas projec¸o˜es
planares. Neste sistema de recombinac¸a˜o tambe´m conseguimos obter o nu´mero da rodada
que se deseja conhecer o produto.
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Este trabalho teve como um dos objetivos apresentar ferramentas matema´ticas que
possam dar sustentac¸a˜o e continuidade ao estudo da topologia do DNA. Sendo que o
principal objetivo esta´ na aplicac¸a˜o de modelos matema´ticos capazes de determinar a
estrutura topolo´gica de todos os produtos resultantes da recombinac¸a˜o ao longo de um
segmento cont´ınuo de DNA, tendo apenas o conhecimento do substrato e da ac¸a˜o en-
zima´tica, baseando-se nos mecanismos resolvase Tn3 e integrase [8] e [9].
Iniciamos com a aplicac¸a˜o do modelo tangle e comprovamos a sua eficieˆncia na deter-
minac¸a˜o dos invariantes topolo´gicos para qualquer produto resultante desta recombinac¸a˜o.
Pore´m, na˜o e´ uma tarefa fa´cil determinar as projec¸o˜es planares que correspondem a estes
invariantes topolo´gicos, o qual chamamos de estruturas topolo´gicas, pois devemos usar
a intuic¸a˜o topolo´gica para determinar uma a uma as correpondentes projec¸o˜es planares,
tornando invia´vel tal procedimento. Contudo, diante da impossibilidade de se obter tais
estruturas topolo´gicas, propomosr um novo modelo matema´tico, a descric¸a˜o alge´brica via
frac¸o˜es cont´ınuas, capaz de determinar a estrutura topolo´gica de qualquer produto desta
recombinac¸a˜o: topolo´gica, alge´brica e geometricamente, de forma ainda na˜o considerada
na literatura cient´ıfica.
7.1 Contribuic¸o˜es
As contribuic¸o˜es deste trabalho encontram-se no Cap´ıtulo 6. Neste cap´ıtulo, mostramos
uma proposta para a aplicac¸a˜o de dois modelos matema´ticos capazes de prever todos os
produtos de recombinac¸a˜o de um No´ racional. Tal proposta consiste em determinar a es-
trutura toplo´gica, atrave´s do modelo tangle e da descric¸a˜o alge´brica via frac¸o˜es cont´ınuas,
de todos os produtos gerados por meio das duas possibilidades de recombinac¸a˜o com
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s´ıtios repetidos inversamente gerando um cruzamento (+) ou (-) ao longo de um seg-
mento cont´ınuo do DNA em cada rodada de recombinac¸a˜o. Esta e´ uma contribuic¸a˜o
importante, pois Ernest e Sumners mostraram em [14]-[19] apenas como determinar os
invariantes topolo´gicos atrave´s das equac¸o˜es tangle, enquanto que, Kauffman e Lam-
bropoulo mostraram em [24]-[26] apenas a teoria da classificac¸a˜o dos tangles e dos No´s
racionais.
E´ importante notar que, para determinar as estruturas topolo´gicas dos produtos de
recombinac¸a˜o, usamos tanto o modelo tangle [14]-[17], quanto a classificac¸a˜o dos tangles
e dos No´s racionais [24]-[26], assim construindo com um novo modelo matema´tico capaz
de determinar a estrutura topolo´gica de qualquer produto de recombinac¸a˜o.
Ressaltamos que a aplicac¸a˜o da descric¸a˜o alge´brica, via frac¸o˜es cont´ınuas, na recom-
binac¸a˜o e´ uma importante contribuic¸a˜o no estudo da topologia do DNA, pois na ana´lise de
qualquer substrato e ac¸a˜o enzima´tica que tenha o mesmo comportamento dos mecanismos
resolvase Tn3 e integrase poderemos compara´-las a` classificac¸a˜o dos tangles racionais e
dos No´s racionais, uma vez que a famı´lia a que pertencem os No´s racionais e´ muito grande
e a maioria dos produtos de recombinac¸a˜o sa˜o No´s racionais ou obtidos de tangles racionais
[4], [6] e [26].
7.2 Propostas para Trabalhos Futuros
Como sugesto˜es para futuras pesquisas, propomos os seguintes to´picos:
• Determinar me´todos mais simples capazes de prever os produtos resultantes da
recombinac¸a˜o de outras famı´lias de No´s ou Catenanes;
• Utilizar a classificac¸a˜o de tangles e No´s racionais para compreender o mecanismo
enzima´tico de outras enzimas;
• Determinar uma classificac¸a˜o para os produtos resultantes da recombinac¸a˜o que sa˜o
No´s racionais em: No´s primos, No´s toro, tranc¸as de 4 fios (4-plats);
• Pesquisar tangles alge´bricos e suas variedades, com o objetivo de ampliar a aplicac¸a˜o
dos tangles a` topologia do DNA;
• Determinar modelos matema´ticos capazes de prever a ac¸a˜o enzima´tica de outras
enzimas, tendo o conhecimento do substrato e do produto;
• Determinar modelos matema´ticos capazes de prever o substrato, tendo o conheci-
mento da ac¸a˜o enzima´tica e do produto;
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• Aplicar a classificac¸a˜o de tangles e No´s racionais no campo da terapia geˆnica;
• Utilizar a classificac¸a˜o de tangles e No´s racionais e a classificac¸a˜o de tangles alge´bricos
em outros campos de atuac¸a˜o que exigem o mesmo rigor matema´tico.
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